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Chương IV. GIỚI HẠN 
§1. GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 
A. KIÉN THỨC CẮN NẮM 

1. Giới han hữu han của dãy số 

■ lim u n = 0 khi và chỉ khi I u n I có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở 
đi. 

■ lim V n = a <=> lim (v n - a) = 0 

■ Dãy số (u n ) có giới hạn 0 khi và chỉ khi dãy số ịịu n I) có giới hạn 0 

2. Giới han vô cưc 

■ lim u n = +°° khi và chỉ khi u n có thể lớn hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ một số hạng nào đó 
trở đi. Kí hiệu: lim u n = +o° hay u n —ỳ +°o khi n —> +o° 

■ Dãy số ( u n ) được gọi là có giới hạn -OO khi n —> +°o nếu lim(-w n ) = +oo 

■ Nhận xét: lim u n = +°° <=> lim (—u n ) = ; lim u n = -oo <=> lim (-U n ) = +oo 

Lưu Ỷ : Thay cho viết lim u n = L, lim u n = ±°o, ta viết lim u n = a, lim u n = ±o° 

3. Các giói han đăc bỉêt 

a) lim — = 0; lim = 0; lim n k = +o°, với k nguyên dương. 

n n 

b) lim q n = 0 , nếu |ạ| < 1; lim q n = +oo nếu q > 1 

c) lim c = c ; lim = 0, lim(c u n ) = climUn, với c là hằng số, ksN* 

n 

d) lim —- = 0 nếu q > 1 

q " 

4. Đinh lí về giới han hữu han 

Đỉnh lí 1 . Neu lim u n =L và lim v n = M , thì: 

■ lim(w n + v) = lima n +limy ! =L + M 

■ lim(M n -v n ) = limu n -limv n = L — M 

■ lim u n .V = lim u n . lim v n = L.M 

■ lim(c.w n ) = C.L ( vói c là hằng số) 

■ lim — = — (nếu M ^ 0) 

v n M 

Đỉnh lí 2 . Giả sử lim u n = L 

■ Nếu u n > 0 với mọi n thì L > 0 và lim yịũ~ = Vl 

■ lim|w n | = |l| và lim^ỉT = yỊĨ, 

• Nếu lim I u I = +°° thì lim — = 0 

" u n 

5. Mỏt vài quy tắc tìm giới han vô cuc 

a) Quy tắc 1 . Nếu lim u n = ±o° và lim V n = ±°° thì lim {uv n ) được cho trong bảng: 
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lim u n 

lim V n 

lim 

+oo 

+oo 

+oo 

+oo 

-oo 

-oo 

-oo 

+oo 

-oo 

-oo 

-oo 

+oo 

c 2. Nếu lim u = ±°° và 

L lim v n = L ^ 0 thì lim [uv n ) được cho troi 

lim u n 

Dấu của L 

lim 

+oo 

+ 

+oo 

+oo 

- 

-oo 

-oo 

+ 

-OO 

—oo 

- 

+oo 


. . . „. . + .. í«„ì, . . 

c) Quy tăc 3. . Nêu lim w = L ^ 0 và lim V = 0 và V > 0 hoặc V < 0 thì lim — được cho trong 

l v J 

bảng: ____ 

Dấu của L Dấu của v n (u ì 

lim — 

vV 

+ + +oo 


^ Ắ u 

Chú ý . Nêu lim u n =L> 0, lim v n = ±°° thì lim — = 0 

6. Tồng cấp số nhân lủi vỏ han 

■ Cấp số nhân lùi vô hạn là cấp số nhân có công bội q thỏa mãn ịqị < 1 

■ Công thức tính tổng s của cấp số nhân lùi vô hạn (u n ) 

lí I I 2 1 u I I 

s = u ì +u 2 +u 3 +... + u n +... = —^;ịqị < 1 hay s = u ỉ +u ì q + u ị q +... + u Ị q n +... = y—;|ợ| < 1 

7. Đinh lí kep về giới han của dãy số 

Cho ba dãy số («„), (v„) ,(w„) và số thực L. Nếu u n <v n < w n với mọi n và lim u n = lim w n = L thì dãy 
số ( v„) có giới hạn và lim Vn = L. 

8. Lưu V 

a) Dãy số tăng và bị chặn trên thì có giới hạn 

b) Dãy số giảm và bị chặn dưới thì có giới hạn 

c) Neu limun = a thì limw„ +1 = a 


9. 


10 . 


d) Số e: e= lim 1 + — 

n—>+°° n 


Phương pháp tìm giới han của dãy số 

Vận dụng nội dung định nghĩa 

Tìm giới hạn của một dãy số ta thường đưa về các giới hạn dạng đặc biệt và áp dụng các định lí về 
giới hạn hoặc các định 11 về giới hạn vô cực: 

+ Neu biểu thức có dạng phân thức mà mẫu và tử đều chứa các lũy thừa của n, thì chia tử và mẫu 
cho n, với k là số mũ cao nh ất. 

+ Nếu biểu thức có chứa n dưới dấu căn, thì có thể nhân tử số và mẫu số với cùng một biểu thức 


liên họp. 

Phương pháp tính tống của cấp số nhân lủi vỏ han 

Nhận dạng xem dãy số đã cho có phải là một cấp số nhân lùi vô hạn không. Sau đó áp dụng công thức 
tính tổng đã biết. 
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Cách tìm cấp số nhân lùi vô hạn khi biết một số điều kiện: Dùng công thức tính tổng để tìm công bội 
và số hạng đầu 

Cách viết một số thập phân vô hạn tuần hoàn dưới dạng phân số hữu tỉ: Khai triển số đã cho dưới 
dạng tổng của một số nhân lùi vô hạn và tính tổng này. 

B. BÀI TẬP 


Bài 1.1. Biết dãy số (u n ) thỏa mãn I u n I < —y- YÓrj mọi ri' Chứng minh rằng lim u n = 0. 


HDts.Giái 

^ + J_ 

Đặt v n = n + I . Ta có lim V = lim n + I = lim n — = 0. Do đó, IV I có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy 
n nỉ 1 

ý kể từ một số hạng nào đó trở đi. (1) 

Mặt khác, theo giả thiết ta có ịu n I < v n < |v 1 1 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra I u n I có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý kể từ một số hạng nào đó trở đi, nghĩa là 
lim u n = 0. 


Bài 1.2 . Bằng định nghĩa tính giới hạn lim - 


3" + l-sin — 

(\ 

. Tỉ' 
y sin — 

Ta có lim --— = lim 

1+ - 


3" 


J 3” 


3" 

HDìs.Giăi 


Mặt khác, ta lại có 


3" 


-~; = yy và lim Ậ- = lim Ị I =0 nên yy có thể nhỏ hơn một số dương bé 


tùy ý kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
sin" 


Từ đó suy ra 


y 


có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý kể từ một số hạng nào đó trở đi. 



■ 


" sin — 

1+ ® 

_ n_ 

3" 

V 

) 


Nghĩa là lim n = 0. Vậy lim-—— 

3" 3" 


I Bài 1.3. Cho biết dãy số ( u n ) thỏa mãn u n > n với mọi n. Chứng minh rằng lim u n = +oo 

HDts-Giăi 

Vì lim n 2 = +°° (giới hạn đặt biệt), nên n có thể lớn hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ một số hạng nào 
đó trở đi. 

Mặt khác, theo giả thiết u n > n với mọi n, nên u n cũng có thể lớn hơn một số dương tùy ý, kể từ số hạng 
nào đó trở đi. 

Vậy lim u n = +oo 
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Bài 1.4. Biết dãy số ( Un ) thỏa mãn \u — 1| < -Ị- với mọi n. Chứng minh rằng lim u = 1 

I n I 3 


HDts-Giái 

Ta có lim -7 = 0 nên -Ụ có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. Mặt 


khác, ta có \u - 1| < —- = — với mọi n 
" n |« 3 | 

Từ đó suy ra I u n - 1| có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi, nghĩ là lim(«„ 
- 1) = 0. Dơ đỏ limM,; = 1 _ 

Bài 1.5 . Cho dãy số ( u n ) xác định bởi u = 

n n + 2 

a) Tìm số n sao cho \u -2| < —Ị— 

1 " 1 100 

b) Chứng minh rằng với mọi n > 2007 thì các số hạng của dãy số (u„) đều nằm trong khoảng (1,998; 

2,001) 

HDts-Giăi 

a) Ta có I u -l\ = p^-2 = . Khi đó I u o kL<_L n > 298 

ịn 1 \n + 2 I \n + 2\ n + 2 ịn 1 100 n + 2 100 

b) Khi n > 2007 n + 2 > 2009 kL <-Ị— 

n + 2 2009 


<=>k-2|<-Ậ-<=>2--Ậ-<M„<2 + -Ậ-<=>l,998<M <2,001 
1 " 1 2009 2009 " 2009 


Bài 1.6. Tính các giới hạn sau 


a) lim 


6n -1 


b) lim 


4 n 2 -n -1 
3 + 2 n 2 


. 3n 2 + n-5 2n 3 -2n-\- 

c) lim— ——- — d) lim————— 


a) lim-^—= lim 
3n + 2 


r "( 3+ !) 3+ " 


4 ---— 

.. .. 4n 2 -n — 1 n n 2 

b) lim —■—— = lim——— = 
3 + 2 ft 2 3_ + 2 


= 2 


c) lim 


3n +n-5 3 


2 2 3 

2/i 3 -2/í + 3,. ^ n 3 _ 1 

d) lim———-— = lim- ụ -— = 

l-4n 3 1 , 2 


Bài 1.7. Tí nh các giới hạn sau: 

,^ 3"+5.4" 
a) lim 


,, (-2)"+3" (n +1 cos n 

b) lim v ' 7 — c) lim -—+— 77 - 

(-2 )" +1 + 3 ” +1 ^ n 3 n 


lim 3” + 5.4" 

4 " 

[K 

f +5 

4"+2" 

4” 

1 + 1 

-TÌ 



1 

V 

+JJ 


f 3+ í=itil 

1 

In 

1 


ÍH 


HDts-Giăi 

-1 +5 


1 + 


7 = 5 
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b) lim 


(-2)"+ 3" _1 
(-2)” +1 + 3" +1 3 




f — 2 -— „ 

lim jg^±i =lim V 9n 9n 2 =ị 
4n-2 4n-2 4 


/■2,1 J4 + —-T- + 1 

d) lim V4 ” +1 , + ” =lim ^ " =1 

2n+l „ 1 2 



n 4 + n 2 +1 — n 2 


b) lim Ị v « 2 - n - «j 

d) limnị yjn 2 -1 - \ln 2 +2 1 
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. .. / I 4 , 2 , 1 2 \ n 4 +n 2 +ỉ-n 4 

c) limịvn + « + 1—n I = lim— -= lim 



Bài 1.10 . Tính các giới hạn sau: 


a) limỊVrc 2 +n + 2 —yjn + lj 

b) lim 

. \n 2 +1 -y/n + l 

d) lim 

c) lim-———- 

3n + 2 


V 3 V +2 — \Jln +1 

1 


\Jn 2 + 2n - 


a) +00 


b) 0 




1 Vn 2 +2n+n , n , 

d) lim , -= lim —————— = lim -— 7 ^-= 1 

_ yjn 2 +2n-n n 2 +2n-n 2 _2 


Bài 1.11. Tính các giới han sau 

a) lim yjn 2 + 3n -n + 2j 

b) limỊVrc 3 - 2n 2 —nj 

c) lim Võ ỊVh-1 ~4n j 

V4n 2 +1 — 2n + l 

d) lim—, - - 

\n 2 +2n—n 


a) limỊVrc 2 +3n -n + 2^ = lim 


HD^Giăi 

R 2 + 3« — njị\ln 2 +3n+nj 
yjn 2 + 3n + n 




3n | 0 

= lim 


H . /1 H -h 1 Ị 


Ị^V n J 



ỉ>)lim Ịv « 3 —2 n 2 —= lim 


yịn 6 -4n 5 +4n 2 + nịjn 3 -2n 2 + n 2 


Ịv« 3 -2ft 2 -njị^Ịn 3 -2ft 2 ) + n\jn 3 -2n 2 +n 2 j 
Ận 3 -2n 2 ) +mjn 3 -2 n 2 +n 2 

fĩi-ị 


+ 311-2+1 3 
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Ị—Ị I 7 Ị— \ \Jn(n — l — n) sỊn 1 

c) lim Vn{ vn- 1 -vn = lii» . = - lim 7 , —V = — . 

^ừũ+i) 2 

x/w7I-2„ + i 

-Jtr+2n-n |v« 2 + 2 «-rcỊỊV/ỉ 2 + 2 n+«ỊỊV 4 fỉ 2 + 1 -( 2 «-l)Ị 

4n(Vn ! +2n+«) 2 r + f + 1 , 

= lim— , - r = lim , = ———y = 1 

2nự4n 2 + 1 + ( 2 n —l)j 4 + J_ + [ 2 _I| 4 

V n 2 ^ ny 


Bài 1.12. Tính các giới han sau: 
a) ỉimylsn * -10rc + 12 

b) lim(2.3"-5.4") 

c) lim Ụn 2 - n+nj 

d) limV2,3"-n+2 


a) +°°; b) -oo 

c) limỊ-y/n 2 — n+ nj = limnỊ^l — — + lj = +°o 

d) V2.3" -n + 2 = ỊV3 j ^ 2 -ỹH—■ với mọi n. Vì lim= 0 ;lim= 0 1 

lim^ 2 -^- 4 —- = \Ỉ 2 > 0 . Ngoài ra limỊV 3 ) =+00 
Do đó lim V2.3" -n + 2 = +00 


Bài 1.13 . Tính các giới hạn sau: 


a) lim n 2 -—7 

n + 1 


b) lim(—n 2 + n\Jn + 1 ) 


c) lim 


ĩVl + 2 + 3 + ... + n 


d)lim 


u 

H 


2,3, n—1 

-—- + + +■■■ + 

2 + l n 2 +l n 2 + l n 2 +l 


i 2 

2 ^ n 3 +n 2 -2 

a) lim n —- =lim-—-= lim— - 22 —7— = +00 

^ n + lj n +1 11 

b) lim(-n 2 + nVn+l) = lim(-n 2 ) 1 _ J—+ —7 = _0 ° 

1 \n nì 

R 

4 . 4 


n(n + 1 ) 

Wl + 2 + 3 + ... + n _.. n ìj 2 


£ 

2 
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1 2 3 . , n-l'] 1: _. 1 + 2 + 3 + ... + (/ 1 - 1 ) 77 ( 77 - 1) 1 

d) lim —-— + — 7 ^-+—— + ... + —-— = lim- 7 ^—-- = lim _ " ' = -7 

yn +1 77“ +1 71+1 71 +ly Tỉ +1 277 +2 2 


Bài 1.14. Tìm các giới han sau 



a) lim(3.2"-5" +1 +lo) 

.... 2" +1 -3.5" + 3 

b) lim-——- 

... 2" +1 - 3" + 11 

c ) lim—-——-- 

3.2"+ 7.4" 

3" +2 +2” +3 -4 

13.3"-577 
d) lim— -—— 

e) lim> +2 7 

f) lim V 3 . 4 " -77 + 2 

3.2"+5.4" 

\ 5 + 3" 



a) lim(3.2"-5" +1 + lo) = lim5"Ị^||j -5 + 10.-^-j 



7 2 1 3 

Ta có lim 2. ^ -3 + ^ 7 - I = —3 < 0; lim 
[ 5 1 5” 1 


3 - f +7 - 2 ' 5 


= 0 và 3.1 ll +7.2. I >0 ,Vn 


Yậy lim : 


3.2"+ 7.4” 


c) Chia tử và mẫu cho 3”, ta được lim- 


1H+2 , r\n +3 


d) Chia tử và mẫu cho 4”, và lưu ý lim -7 = 0 nếu |g| < 1. Yậy lim —T~r = 77 = 0 


3' ! + 2 " +1 3”+2' 

e) Xét M = ,, , chia tử và mẫu cho 3", khi đó lim —— = — 

" 5 + 3 " +1 5 + 3 " +1 3 


3.2"+ 5.4" 5 

1 


Vậy lim 


3" + 2" + 


= 3 


f) lim V3.4" - 77 + 2 = lim 2 " I 3 -^ + Ậ 


Ta có lim 2 " = +00 , lim= V3 > 0 . Do vậy lim V3.4" -77 + 2 = +00 


Bài 1.15. Tính các giới han 


. ( 1 1 1 1^1 

b) lim 

( 1.2 2.3 3.4 77(77 + 1) J 

[ 

lim 2.1 2 +3.2 2 + ... + (77 + l)77 2 

d) lim Ị 

77 4 


1 , 1,1 

—7 + ——— + _ _ +... 

1.3 3.5 5.7 
1 | 1 

\ln 3 +1 \Jn 3 +2 


(2t7-1)(2t7 + 1) 

1 
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a) lim 


f 1 1 1 

1 1.2 2.3 3.4 


n(n + 1) 


^—1 = lim— ^— = lim í 1 l —} = 1 

[ + 1 )J n + x y n + l) 

2[ 3 3 5 2n-ỉ 2n + lị 21 2n + lị 


b) Ta có+ —t+ -t-+...+ _ 

1.3 3.5 5.7 (2n - l)(2n +1) 2 

1; _ í 1 ,1 , 1, , 1 

Ự.3 3.5 5.7 (2n-l)(2n + l) 

2.1 2 +3.2 2 + ...+(n+l)n 2 l 3 + 2 3 +3 3 + ... + 7Í 3 +1 2 +2 2 +3 2 +...71 2 

c) lim-—-= lim-——- 


= lim — 


|~ n(n + l) 1 n(n + l)(2n + l) 

2 J 6 


lim ti) 

4 


2 , 3 

- + ~r- 

n n 


d) Vì - 


sjn 3 +k \n 3 +1 


r với mọi Icg ĩ 


sin +1 yjỉĩ +2 


1 < n < 1 

\ln 3 +n \ln 3 +1 yfn 


Mà lim —J= = 0 nên suy ra lim 
vn 


f > 

vVn 3 + 1 


Bài 1.16. Tìm các giới hạn của dãy số (u n ) sau, biết 

1 , 1.1 

a) u n = ■ + , 

\n 2 +1 \n 2 +2 

1,1 

c) u — - —f= H- Ị— + ... + - 


f^ + n + v^ + - 


yln 2 +n 

J__ 

+ 4n 


1 , 1 , ,1 
b) M n =-W+^=+... + ^= 
VI v2 Vft 


d) M = 


3 sin n + 4 cos n 


a) Ta có , ? + —== 

\ln 2 +n \]n 2 +n 

Do đó: —ịJỈ= <u< 


HD^Giăi 

= <W (! < 1 - + ■■■+ = ,v«£ N* 

“ + n v« 2 + 1 y/n 2 +x yn~ +1 

. n . n 


Do đó: , <u n < . Mà lim . = 1 = lim - 

■\ln 2 +n yjn 2 +x yn 2 +n 

Vậy limw n = lim . i 1 +■■■+ = 1 

t V « 2 +1 \ln 2 +2 \ln 2 +nj 

b) Ta có >-!=+-!='+...H—N* 

\n \ln Vn v« 

Mà lim-v/n =+oo . Yậy limw = lim -t=+—!=+... + —Ị= ỈÉ 

W1 v2 \ln) 

c) Ta có-/=H-ỹ= +... 4- -Ị= < W (! <-ỹ=-f-y=+...-t-ỹ= 

n + \n n + yỊn n + yln n + v 1 n + vl n + vl 

Do đó —< w < — ■ Mà lim— —j= = 1 = lim 

n+Vn ” 7Z + 1 n+Jn n + x 


Do đó ——T= < u n < ——— . Mà lim r 
n + \]n " n + i n + yjn 

lim 1 1 ■ 1 


Vậy lim M 
d) Ta có 


n + VĨ n + v2 n + yfn 

3sinn + 4cosn 

n+1 n+1 
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, T „ 3sin« + 4cosn - 

Vậy lim u n = lim-——-= 0 


Bài 1.17 . Tính tồng s = 2-VĨ + l — j= + ị- 
V2 2 


Dãy số vô hạn 2,-\Ỉ2,l, — \=, Ạ,... là một cấp số nhân với công bội q = --ệ~ = — 1 = 

4Ĩ 2 2 

Vì \q\ = —= —!= < 1 nên dãy số này là một cấp số nhân lùi vô hạn. 

11 I V 2 V 2 

Do đó s = 2-V2 + I — L+ị-...= 2 =-^~ 

4Ĩ 2 1+1 V2+I 

_ ^ _ 

Bài 1.18. Tính tổng 5 = -l + —-4 + ... + ^- + ... 

10 10 2 10 


Dãy số — 1,-^-,—Ậ-là một cấp số nhân với công bội q = - — 
10 10 2 10"- 1 s y 10 

cấp số nhân lùi 

-1 _ 10 

( 4 ) = " 


Vỉ | ff |=-i^ = -L<l n ^ n dãy s ° này là một cấp số nhân lùi vô hạn. 

Do đó s = — 1 + 7— - — + 

10 10 2 10"" 1 


Bài 1.19. Tìm tổng cấp số nhân 2 , 2 ^ , 2 ^ , '" , 2 ^’"' 


_ ị 1 1 1 1 ; , .. 1 1 

Dãy SÔ là một câp sô nhân lùi vô hạn với «!=—,<2 = — 


I Bài 1.20. Biểu diễn số thấp phân vô han tuần hoàn 0.777.. .dưới dang mỏt phân số. 

Ta có 0,777... = 77 - + —-T + -T 7 +... 

10 10 2 10 

, 7 , r A , 7 1 

Đây là tông của một câp sô nhân lùi vô hạn với sô hạng đâu Mj = —,£/ = — 

Do đo 0,777... = -^- + -^ + -^- + ... = ^- = ^ 

10 10 2 10 3 ,79 


1- 


10 


I Bài 1.21. Biếu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,313131 ■ ■ .dưới dạng một phân sổ. 


HD^Giái 
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0,313131... = ^ + ^ + -^. U- 
100 100 100 100 1 100 


= 31 1 _ 31 

= 100\ 1 ~99 


ỉ-r 


100 


Bài 1.22. Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn a = 1,020 202... (chu kì là 02), b = 2,131313 ... (chu kì 13) 
và c = 2,131131131...( chu kì 131). Hãy viết a, b, c dưới dạng một phân số. 

HDts-Giái 

2 

Ta có a = 1,020202... = l + T~ + —~^+ ••• + ——— + ••• = 1+ 1Q 0 =l + ^r = ^r 
100 100 2 100" 1 _ĩ 99 99 

100 

2 2 2 ' ' ... 1 

(vì ——, ,...là một câp sô nhân lùi vô hạn, công bội q = ——) 

100 100 2 100" 100 


Ta có b = 2, 131313 ... = 2 + - 


100 100 2 


100 " 


Ta có c = 2,131131131... = 2 + - 


„ . 1000 „ . 131 2129 

- + ... = 2 + 1UUU =2 + -^- = -^- 


, 7 , , 5 , , , 7 39 

a) Tông của một câp sô nhân lùi vô hạn là ^, tông ba sô hạng đâu tiên của nó là . 

Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số đó. 

7 7 2 

b) Tìm sô hạng tông quát của câp sô nhân lùi vô hạn có tông băng 3 và công bội c l = ~ị 

HD)s.Giăi 

a) Gọi Mi và q là số hạng đầu và công bội của cấp số đó. Theo đề bài, ta có 
5 


ì-q 3 
M 1 (l -< ? 3 ) _ 39 


( 1 ) 


= TT (2) 


1 -q 25 
39 . . 

= - 7-7 <=> q = _ 

25 y 5 


Thay (1) vào (2), ta được |Ịl-í 3 Ị = -^«ị = ^ thay vào (1), ta được u t = 1 


bK= (f) 


Bài 1.24. Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân lùi vô hạn, biết rằng tổng của cấp số nhân đó là 

, , , 3 , , , 

12 , hiệu của sô hạng đâu và sô hạng thứ hai là và sô hạng đâu là một sô dưong. 

HDts.Giái 

Gọi U\ là số hạng đầu, q là công bội và s là tổng của cấp số nhân đã cho. 


BT. ĐS&GT 11 


11 


Chương IV. Giới hạn 



















GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


u » 

Khi đó 5 = ——. Theo giả thiêt, ta có 
ì-q 


7 ^-= 12 ( 1 ) 

l-q 

“,(!-«) = ! ©■ 


M, = 9 3 3 

Nhân (1) với (2), ta có ị 1 <=> u. = 3 => q = 4. Vậy u. = 3;ơ = 4 

[iíj>0 4 4 


. . , 12 

Bài 1.25 . Tìm sô hạng đâu và công bội của câp sô nhân lùi vô hạn, biêt răng sô hạng thứ hai là -y- và 

tổng cấp số nhân này là 15. 

HD^Giái 

Gọi U\ và q là số hạng đầu và công bội của cấp số đó. Theo đề bài, ta có 


Ị 12 


5 

<+> ị 

ị _ 1 

^ 5 hoặc ị 

—15 

= 12 Ị 




4 

5 

u. =3 


« = - 


a) Tổng của một cấp số nhân lùi vô hạn là 10, tổng năm số hạng đầu tiên của nó là . 

16 

Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số đó. 

b) Tính tổng 5 = 9 + 3 + l + ... + ^y + ... 


HD^Giăi 

a) Gọi U\ và q là số hạng đầu và công bội của cấp số đó. Theo đề bài, ta có 


-^- = 10 
1 -q 

Mi(l-g s )_155 
1 -q - 16 


( 1 ) 


= “77“ (2) 


Thay (1) vào (2), ta được 10(1 -q 5 ) = <=> q = ^ thay vào (1), ta được = 5 

16 2 

b) Vì 9,3,1,...,-^-,... là cấp số nhân lùi vô hạn, có ạ = ^ và = 9 nên : 


5 = 9 + 3 + ! + ... + - 


9 _ 27 
2 
3 


Bài 1.27. Giải phương trình — + X + X 2 +... + x” +... = ^, trong đó |x|<l. 

X 2 1 1 


HDìs.Giái 


II , u. 2 

Vì \x < 1, nên với u, = \,q = X . Ta có 5 = - L - = x + x+ ... + X +... = - 
1,1 1 -q 1 
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X ỉ-x 2 x(l-x) 2 


1 

X = — 

3 

2 

X — — 

3 


, Ím =v2 , 

Bài 1.28 . Cho dãy sô (u„) xác định bởi <Ị ._ . Biêt (w„) có giới hạn khi n —> +oo 5 hãy tìm 

I M «+1 = -y2+w n ;n>l 

giới hạn đỏ. _ 

HDìaGiai 

Đặt limw„ = a. Ta có lí J = J'2 + U n => limM = lim J2 + íT => ữ = yj2 + a a 2 -a- 2 = 0 => ữ 

" ' |_a = 2 


Vì w„ > 0 nên lim u n =a> 0. Vậy limw„ = 2. 



í 1 

\u= — 

Bài 1.29. Cho dãv số ( u „) xác đinh bởi cône thức truv hồi í 

1 2 

1 1 


u . = —í— ;«>1 


[ 2 -u a 

Dãy số (u n ) có giới hạn hay không khi n —> +00 ? Neu có, hãy tìm giới hạn đó. 


HDìs.Giái 


Tacó u, =Ậ;m, = Ẹ;m, =—;m. = ^. Từđótadựđoán =—^— (1) 

1 2 2 3 3 4’ 4 5 " n+1 

Chứng minh dự đoán trên bằng qui nạp: 

- n= 1 , tacó M 1 = = ^ (đúng) 

Giả sử đẳng thức (1) đúng với n = k (k > 1), nghĩa là -. Khi đó ta có 

M, = —-— =-ỉ—— = - 7 —X, nghĩa là đẳng thức ( 1 ) cũng đúng với n = k + 1 . 

2 -m^ 2 , * . k + 2 

Vậy M = —,Vne N*. Từ đó ta có limíí = lim - = lim—ỉ— = 1 
n + 1 " n + 1 1 

_ n _ 

Ím 1 =2 

Bài 1.30. Cho dãy số (u n ) xác định bởi công thức truy hồi < M +1 

M = ^—;n>l 

l n+1 2 

Chứng minh rằng ( u n ) có giới hạn hữu hạn khi n —> + 00 . Tìm giới hạn đó. 

HDts-Giăi 

3 5 9 17 . , 2"- 1 + l 

Tacó M, = 2 ;m, = —;tí, = —;m, =—= —. Từ đó dự đoán =——— ;Vne N 

1 2 2 3 4 4 8 5 16 " 2”- 1 

Chứng minh dự đoán trên bằng qui nạp (tự chứng minh) 


2 n ~ l + 1 

(lỴ 1 


í iỴ 


Từ đó, lim u = lim u =-— = lim 

1+ - 

= lim 

1 + 2 . - 

=1 

2"~ 

[ l 2 J J 


L w J 



Ím 1 = 1 

Bài 1.31 . Cho dãy số ( u„ ) xác định bởi công thức truy hồi ị 2u+3 

u . =— — — ;n> 1 

l u n +2 
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a) Chứng minh rằng Un > 0 với mọi n 

b) Biết (u n ) có giới hạn hữu hạn. Tìm giới hạn đó. 

” HD^Giái 

a) Chứng minh bằng quy nạp: u n > 0 với mọi n. (1) 

- Với n =1, ta có «1 = 1 > 0 

Giả sử (1) đúng với n = k(k>l), nghĩa là Uk > 0, ta cần chứng minh (1) cũng đúng với n = k+ 1. Ta 

2 u +3 2 u +3 

có lí = —. Vì Uk > 0 nên u. . = ——— > 0 
u k +2 u k + 2 

Vậy: u n > 0 với mọi n. 

^ , 2w +3 2w +3 2a + 3 , r 

Đặt limw„ = a. Ta có u = —-——ặHÉ lim ỉ/ = lim— => a = — => a = ±V3 

w n + 2 ” + 2 ÍZ + 2 


Vì w„ > 0 với mọi n, nên lim u n = a > 0 . Từ đó suy ra lim U n = \fĩ 


Bài 1.32. Cho dãv số (u„) xác đinh bởi •< 

U=-5 

2u n , 

Gọi (v„) là một dãy số xác định bỏi 1 

\u . = —- - 6 
l ” +1 3 

>n = u n + 18 

a) Chứng minh răng (v„) là một cấp số nhân lùi vô hạn 

b) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (v„) và tìm lim u n 


HDts-Giái 


2 2 

a) Tacó v„.. =M_. +18 = ^-« -6 + 18 = ^« +12 
B+1 1 3 n 3 " 

Thay M„ = v„ - 18 vào đẳng thức trên, ta đuợc: 

V =^-(v -18Ì + 12 = ^v . 

n+1 3 V n ; 3 " 


Điều này chứng tỏ, dãy số (v n ) là một cấp số nhân lùi vô hạn với công bội q = 


2 

3 


, ..______ V, 13 

b) Gọi s là tống CSN lùi vô hạn (v„). Khi đó s = —-— = ——— = 39 

1-1 

3 


Vì limv (i =0 nên limM ;i =-18 


c. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Bài 1.33 . Tính các giới hạn sau 


í (- 1 )" ì 

( sin 3 n 1 

f n-l) 

( n + 2') 

1 2+ , 

b) lim — y —-1 

c) lim — 

d) lim 

l n + 2 J 

l 4n J 

l n J 

U + lJ 


Bài 1.34. Tìm limUn với 
n 2 -3n +5 


a) u n = - 


2 n 2 -1 

Bài 1,35 . Tính các giới hạn sau: 

-40n 3 +15n-7 


b) u n =- 


a) lim- 


n 4 + ft + 100 


. \lỏn 4 + n +1 
c) lim————-- 


c) u n = 


'iln 2 -n 


b) lim 
d) lim 


l-3n 2 

2n 3 +35n 2 -10n + 3 
5 n 5 — n 3 +2n 
3.2”-8.7” 


d) u n =- 
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2 n+l (3.2 n -3"- 2 ) 


e) lim- - — -y— 

3"(2-'+4) 

f) lim - 

.36. Tính các giới han sau 


a) lim (3)" +2.5" 

bt lim 

1-5" 


c) ỉimịyln 2 +2« + l -yjn 2 + n-lj 

d) lim 

8 2b+ 3 -3 3b+2 

e ) lim , - , - 

Á 3n+4 c2n+3 

f) lim- 


2 n (3 n ~ 1 -5.2 n ) 

3 n “ 1 (2"+4) 

1 + 2+3 + ... + « 
n 2 + n + l 

í 

yln + 2 —\Jn +1 

2 6n+3 -3 3n+s 


t -T _ ^ 4 3« + 4 +7 2„ + 3 

Bài 1.37 . Biểu diễn các số thập phân vô hạn tuần hoàn sau duới dạng một phân số 
a) 0,444... b) 0,212121... c) 0,32111111... 

d) 0,51111... e) 0,393939 . f) 0,27323232... 

Bài 1,38 


a) Tìm tổng cấp số nh ân l,-^-,y,—^-,...,1 —i 


b) Tính tổng s = 1 + 0,9+ (0,9) 2 + (0,9) 3 + ... + (0,9)"- 1 +... 
Bài 1.39 . Cho dãy số («„) xác định bởi u n = 


a) Tìm số n sao cho I u -3Ì< — 

1 " 1 1000 

b) Chứng minh rằng với mọi n > 999 thì các số hạng của dãy số («„) đều nằm trong khoảng (2,999; 3,001) 
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§2. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 
A. KIÉN THỨC CẦN NẮM 


Toán 11 


1. Giới han hữu han 

Cho khoảng K, X Q G K và hàm số f(x) xác định trên K (hoặc K \ jx 0 Ị ). lim f(x) = L khi và chỉ khi 
với dãy số (x n ) bất kì, x n e K \ jx 0 Ị và x n —ỳ x 0 thì lim f(x n ) = L 

Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng [x Q ;b ^. lim f(x) = L khi và chỉ khi với dãy số ịx n I bất kì, 
x 0 <x n <b và X n —> X Q thì lim f(x n ) = L 

Cho hàm số /(x) xác định trên khoảng (a;x 0 ). lim /(x) = L khi và chỉ khi với dãy số ịx n I bất kì, 
a < x n < x 0 và x n —> x 0 thì lim f(x n ) = L 

Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng (a;+o°). lim /(x) = L khi và chỉ khi với dãy số (x n ) bất kì, 
x n >a và x n —> +°° thì lim f(x n ) = L . 

Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng ị-oo;aj. lim f(x) = L khi và chỉ khi với dãy số (x n ) bất kì, 
x n < a và x n —> -oo thì lim f(x n ) = L . 

2. Giỏi han vô cưc 

Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng (-oo;aj. lim f(x) = khi và chỉ khi với dãy số (x ;! ) bất 
kì, x n > a và x n —> +oo thì lim f(x n ) = —oo . 

Cho khoảng K, X Q € K và hàm số f(x) xác định trên K (hoặc K \ |x 0 Ị ). lim /(x) = +°° khi và chỉ 
khi với dãy số (jc n ) bất kì, x n e K\ Ịx 0 Ị và x n —ỳ x 0 thì lim f(x n ) = +°° 

- Jim f(x) = +°° a lịm [-/(X)] = -oo 

3. Đỉnh ư về giới han hữu han 

Đỉnh lí 1 ■ 

Giả sử lim f(x) = L và lim g(x) = M . Khi đó 

a) lim [f(x)±g(x)] = L±M 

b) lim [*./(*)] = k. lim f(x) = k.L ; (k € R) 

c) lim [f(x).g(x)] = LM 

f(x) L 

d) lim = 0 - = ~ (nếu M ^ 0, lim g(x) ^ 0 ) 

x ^ x o g(x) lim g(x) M 

e) Nếu f{x) > 0 và lim f(x) = L thì L > 0 và lim ^Jf(x) = 4l 

Các tính chất trên vẫn đúng khi X —> +o° hoặc X —> -oo 
Đỉnh lí 2, (Đỉnh lí giới hạn một bên) 

lim /(x) = L khi và chỉ khi lim /(x) = lim /(x) = L 

4. Các giới han đăc bỉêt 
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a) 

lim x = x 0 



b) 

lim c = c ; 

lim c = c ; 

lim — = 0 (c là hằng số). 

*^±°° X 

c) 

lim x k = + 0 ° 

, với k nguyên dương 


d) 

lim x k = - 0 ° 

, nếu k là số lẻ; 

lim x k = + 0 ° , nếu k là số chẵn 

e) 

r sinx 
lim—— = 1; 

x->0 X 

.. . . „ sin u(x) . 

lim u(x ) = 0 => lim——— = 1 
*-* ""0 u(x) 

f) 

tanx 

lim =1 ; 

*->° X 

n 

lim tan X = — ; 

2 

Tí 

lim tanx = 

2 

5. Ouv tắc về giới han vô cưc 

a) Ouv tắc tìm giới han của tíchf(v).g(x) 



Nếu lim/(x) = L ^0 và limg(x) = +°° hoặc lim g(x) = -ooJ thì lim f(x).g(x) được tính: 


lim f(x) 

lịm g(x) 

lịm f(x).g(x) 

L> 0 

+00 

+00 

-00 

-00 

L< 0 

+00 

-00 

-00 

+00 


b) Quy tăc tìm giới han của thương —^—- 
g(x) 


lịm f(x) 

lịm g(x) 

Dấu của g(x) 

g(x) 

L 

+00 

Tùy ý 

0 

L> 0 

0 

+ 

+00 

- 

-00 

L< 0 

+ 

-00 

- 

+00 


4. Khử các dang vỏ đinh 

Khi tính giới hạn mà không thể áp dụng trực tiếp định lí về giới hạn, ta phải biến đổi biểu thức xác định 
hàm số về dạng áp dụng được các định 11 này. 

Dang 1 . Tính lim ^—7 khi lim f(x) = lim g(x) = 0 (hay dạng ^) 

g(x) *->*« 0 


Phân tích tử và mẫu thành tích các nhân tử và giản ước. Cụ thể ta biến đổi như sau: 


~ -0 g(x) ™o(x-x 0 )B(x) ĩ^oB(x) ^oB(x) 

Neu f(x) hay g(x) có chứa biến dưới dấu căn thì có thể nhân tử và mẫu với biểu thức liên họp, trước 
khi phân tích chúng thành tích để giản ước. 


r f(x) 1 1 • f r ' /1 1 00 

Dang 2 . Tính lim khi lim f(x) = ±00 và lim g(%) = ±°° (hay dạng —) 

*-**« g(x) *-«b x -**0 ' 00 

Ta chia tử và mẫu cho x n với n là số mũ bậc cao nhất của biến số X ( hay phân tích tử và mẫu thả nh 
tích chứa nhân tử x n rồi giản ước). 

- Neu f(x) hay g(x) có chứa biến X trong dấu căn thức, thì đưa x k ra ngoài dấu căn (k là số mũ bậc 
cao nhất của X trong dấu căn), trước khi chia tử và mẫu cho lũy thừa của X . 
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Dang 3. Tính lim [/(x)-g(x)J khi lim /(x) = lim g(x) = +oo (hay dạng °o - oo ) hoặc 
Tính lim/(x).g(x) khi lim/(x) = 0 và limg(x) = ±°° (hay dạng O.oo) 

- Nhân chia với biểu thức liên hợp( nếu có biểu thức chứa biến dưới dấu căn thức) hoặc quy đồng mẫu 
để đưa về cùng một phân thức ( nếu chứa nhiều phân thức) 

B. BÀI TẬP 


Bài 2.1 . Dùng định nghĩa, tìm các giới hạn sau: 

2x 2 + X-3 


, .. X 2 —4 
a) lim-—— 
*“-2 x + 2 


b) lim - 


c) lim- 


d) lim - 


a) lim —— ậ-. Xét hàm số /(x) = —— ậ- 

“d + 2 x + 2 

Hàm số xác định trên R \ Ị-2Ị 

Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì, thỏa mãn x n ^ -2 và x n —> -2 khi n —> +°o ( hay lim x n = -2 ) 
X 2 -4 (x +2)(x -2) 

Ta có lim f(x n ) = lim-5—^ = lim " " -- = lim(x„ -2) = -4 

” X n +2 X ;i +2 " 

X 2 -4 

Vậy lim——— = -4 
* “-2 x + 2 

, . 2x 2 +X-3 ' 2x 2 +X-3 

b) lim-—--. Xét hàm sô f(x) =- —- - 

*** x-ỉ X — 1 

Hàm số xác định trên R \ ỊlỊ 

Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì, thỏa mãn x n ± 1 và x n —ỳ 1 khi n —ỳ +oo (hay lim x n =\) 

2x 2 +x -3 2(x n -l) x n 4 3 ' 

Ta có lim/(jc ;j ) = lim— — " -= lim- -^7 -— = lim 2 


x n -l 

2x 2 + x-3 

Vậy lim-—— = 5 

x-ỉ 

c) lim X + 1 . Xét hàm số f(x) = * + \ 
*™3x-2 3x-2 


X — 1 


Mb 


Hàm số xác định trên Ị 

__ _(2 \ . 

Giả sử ( x n ) là một dãy sô bât kì, thỏa mãn x n G Ị —; +oo j và x n — > 4 khi n —> +°° 


';-T |u[ I và X = 4e I 7-;+°° 


Ta có lim f(x n ) = lim 

2-5x : 


d) lim 


3x n —2 3.4-2 2 

2 — 5x' 


4 + 1 1 x + l 1 

= — . Vậy lim ' = — 

2 *-ÍÍ3jc-2 2 


n _ . Xét hàm số f(x ) = , 

X +3 X +3 


Hàm số xác định trên R 
Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì và x n —> +°° khi n —> +oo 
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Ta có lim f(x) = lim —— = lim — - = -5. Vậy lim —— = -5 
" x 2 +3 , 3 *™x 2 +3 


X 2 


Bài 2.2. Dùng đinh nghĩa, tìm các giới han sau: 

N x + 3 .... X 3 +1 

x 2 -3x-4 

a) lim —- b) lim —-—- 

*-*3-x *““x 2 +i 

c) lim--- 

x + 1 

d) lim 4 — 

e) lim x.cos— 1 


~°l x) 


HD^Giái 


a) lim X + ^ . Xét hàm số f(x ) = * + ^ 

3 -X 3-X 

Hàm số xác định trên (-°o;3)u(3;+°°) và x = 5e(3;+°°) 

Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì, thỏa mãn x n G [3; +°°) và x n — > 5 khi n —> +°° 


Ta có lim/(jc ) = lim X " + 3 = 4—7 = -4 . Vậy lim * + ^ = -4 
" 3-x„ 3-5 "3-X 

-|- 1 r -i s X JC^ +1 A ^ ^ 

b) lim . ' . Xét hàm sô f(x) = . Hàm sô xác định trên M 

*- M “ X +1 X +1 

Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì và x n —> +oo khi n —> +oo 


1 

3 J •*„ + 3 

Ta CÓ lim/(x) = lim—X —7 = lim-4- = +oo.Vậy lim- 

x n +l i + J_ ' 


x~ — 3x — 4 ’ X 2 — 3x — 4 

c) lim- — -. Xét hàm số f(x) =- — - 

*->-! x + l x + l 

Hàm số xác định trên R \ Ị-lỊ 

Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì, thỏa mãn và I n ->-l khi n —> +oo 

x 2 -3x-4 (x +l)(x -4) . , 

Ta có lim f(x) = lim ———7 -= lim--= lim (X - 4) = -5 

x n + l X B -1 v " ' 

x 2 -3x-4 

Vậy lim-— = -5 

x + 1 


d) lim , . Xét hàm số f(x) = I 

V5-X V5-X 

Hàm số xác định trên (-°o; 5 ) và X = 1 G (-°°; 5 ) 

Giả sử ( x n ) là một dãy số bất kì, thỏa mãn x n 6 (-°°; 5 ) và x n —> 1 khi n —> + 0 ° 


Ta có lim /(X) = lirrT~ ĩ 1 = s? = J— = * . Vậy lim 4— = 4 
^7 47Ã 2 ^477 2 

e) lim x.cos—1. Xét hàm số f(x) = x. cos—. 

x) X 

Với mọi dãy ( x n ) mà x n ^ 0 với mọi n và lim X n = 0 


BT. ĐS&GT 11 


19 


Chương IV. Giới hạn 



















GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


Tacó f(x n ) = x n . cos—. Vì |/(jc n )| = |xj|cos— I<|x ;! | và lim|x n | = 0 
Nên lim /co = 0. Do đó limí x.cos— 1 = 0 

" ^ X) 


Bài 2.3 . Tí nh các giới hạn sau: 

, X 2 +1 

a) lim ■— 

2\lx 


a) lim ' b) lim-—-— c) lim— d) lim 

2*Jx *-»! x-ỉ *•*"* x 3 +x 

HD^Giái 

2,1 2,1 lim(x 2 + l) limx 2 + lim lim X. lim X + lim 1 c 

lim -lim - t ^ 3 / *->3 I-T3 _ I-Ti li »3 _ 3 

IH>3 2\[x 2yfx lim í 2>/xl lim 2. lim 7^ lim 2. /lim X V 3 

X—>3 \ / X—>3 X —>3 X—>3 V -X—>3 

x 2 + x-2 x 2 + x-2 (x-1)(x + 2) , 

lim-——-— = lim-——-— = lim--= lim(x + 2) = 3 

*-»! X -1 X — 1 *->! X -1 *-* 1 

X 1 —X —2 


2x 2 — x + 1 
X 2 + 2x 


c) lim 


x 2 (x + l) 


.. 2x 2 -X +1 _ 4 

d) lim -= - = -4 

X 2 + 2x -1 


Bài 2.4. Tính các giới hạn sau: 
x 2 -l 


a) lim- 


b) lim- 


c) lim — — d) limịV* 2 +5-lỊ 


, .. x 2 -l _ x 2 -l_ 9-1 _ 

x + 1 x + 1 -3 + 1 

,. 4-x 2 (2-x)(2 + x) 

b) lim — —-7- = lim --2X7-= lim (2 - x) = 4 

x + 2 ' 


c) lim 

x ^ 6 x-6 


-— = lim--= lim(z-x) = 

■ x + 2 *“-2 x + 2 -“-2 

2TTI-3 _ 1; „ (VITT- 3 )(VTT?+3) 

-——= lim- -r— 

x ~ 6 x ^ 6 (x-6)(Vx + 3+3j 

x-6 1 _1 

= lim- - -7 = lim—---r — — 

(x-6 )Ịvx + 3 +3) (V^+3 +3) 6 

d) limịylx 2 + 5 - l) = >/4 + 5 — 1 = 2 


Bài 2.5. Tính các giới hạn sau: 



... X 2 +2x-3 

a) lim—-——- 

*-+ l 2x 2 - X -1 

b) lim — ĩ -— 

^ 2 Vx + 7-3 

X 2 -2x-3 
c) lim-—- 

*-»3 X — 1 

.... 2x 3 +15 

d) lim — 

-- 2 (x + 2) 2 

... (l + x) 3 -l 
e) lim-—- 

X 

, r Vx 2 + 5-3 

f) lim- —7- 

x ~>~ 2 X + 2 

HD^Giải 


, X 2 +2x-3 
a) lim———-—7 = lim 
2x - X - 1 


(x-l)(x + 3) _ lim (x + 3) 

2( — 1 >(" + tì = 2 (" + tì = 
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2 _ x (2-jc)(aS+7 + 3) (2 — x)ị\[x + 7 + 3j 

b) lim p=== -— = lim — — - - -- = lim-———- 

*^ 2 Vx + 7-3 ^ 2 ỊVx + 7-3jỊV* + 7 + 3j x-2 

= limị-ị\fĩc + ĩ + 3jl = -6 


x 2 -2x-3_9-6-3 


»-»3 x-1 3-1 

d) lim — . Ta có lim(2x 3 +15) = -l<0 và lim(x + 2) 2 =0. 

*+ 2 (x+2ý *++ 

Nên lim 2 * 3 * 15 =-°o 
^-2(x + 2) 2 

(1+X) 3 -1 (i+x-i>r(i+x) 2 +(i+x)+ii xra+x) 2 +(i+x)+i] 

è) lim-—-= lim---- = lim —-- 

X —>0 ỵ X —>0 ỵ X —>0 ỵ 

= lim[(l + x) 2 + (l + x) + l] = 3 


f) lim — —— = lim 


X 2 +5-9 _ x-2 _ 

(x + 2)Ụx 2 + 5 +3j x ~*~ 2 V* 2 + 5+3 


Bài 2.6. Tính các giới hạn sau: 
a) lim 


(2x-l)(x 4 -3) 


b) lim 


sfx -3 
9x-x 2 


, X 4 +3x-l 
c ) lim. —7-— 
^ 2 1 2x 2 -l 


•H) 


*• >í (2x - l)(x 4 - 3) (2.1 -1)(1 4 - 3) 

..... VT-Ĩ „ {V7-3)(V7 +3 ) ,_ 9 _J_ 1 

lim——- = lim-- 77 — 7 = lim— - -7 = -lim———-7 = -—7 

; " 9 9x-x x -*(9x-x 2 )ịyfx + 3) x(9-x)(yỉx+3) ^ 9 x(Vx+3j 54 


c) „ 

*“ 2 V 2x 2 -l V 2.2 2 -1 

xỊ\- — j . Với mọi x^0,tacó xỊ\-— j = 

m X1 1 -— 1 = lim(x -1) = -1 

40 l xj -0 


d) lim X I 1 - — I. Với mọi X ^ 0, ta có X I 1 - — I = (x-1). 
Nên limxl 1-- =lim(x-l) = -l 


Bài 2.7. Tí nh các giới hạn sau: 

a) lim|x 2 ^4ị b) lim J f 


c) lim 3 


2x(x + l) 


d) lịm|V-8| 


e) lim 


■\Jl-x 3 -3x 


f) lim- 


X -6 

2\x + l\-5yjx 2 -3 


a) lim x 3 -4ị = |3-4|=l 


b) lim. ——— 
V X -3 


_JĨ 

= 2 


BT. ĐS&GT 11 


21 


Chương IV. Giới hạn 










































GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


c) lim3ẼẸíi) =2 

- '3 V X - ' 


Vl-X 3 -3x 
e) lim ' -— = 3 


d) lim |x 2 — 8| = 5 

2\x + ỉ\-5ylx 2 —3 
f) lim J -ị—4-= 3 




á) lim Ịa/4x 2 -X + 2x j = lim 


X 

4x 2 - X -4x 2 _ -X 

-X _ 1 



4-1 

1 



Bài 2.9. Tính các giới han sau: 

2x-6 

. , 17 

c) lim 

-2x 2 + X -1 

a) lim ——— 

™ 4-x 

b) lim —1-— 

* >*”X 2 + 1 

3 + x 

d) lim 3 * ! “ 2 * 

e) lim ^7TĨ+* 

f) lim - 

\Jx 2 -2x + 4 -X 

X 2 + 1 

*+♦- 5-2x 


3x-l 


. 2x-6 ỵ 

a) lim ——— = lim ——— = -2 
4-x ™4-_ 1 


b) lim Ụ- = 0 
^ 1+1 
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—2x~+x — 1 

c) lim-—--= lim - 


,1, lin, ,r 


e) lim - 


/) lim 


\lx 2 -2x + 4-x 
3x-l 


3- 


Bài 2.10 . Cho hàm số /(x) = 


;x > 0 
ỉ-x ;x<0 

Dùng định nghĩa chứng minh rằng hàm số /(x) không có giới hạn khi X —>0. 


Phươns phấp: Dùng định nghĩa chứng minh hàm số y = /( x) không có giới hạn khi X —> x 0 ta thường 
làm như sau 

- Chọn hai dãy số khác nhau ( x n ) và ( y n ) thỏa mãn: x n và y n thuộc tập xác định của hàm số y = f(x) 
và khác x 0 ; x n —> x 0 ;y n —ỳ X Q 

Chứng minh rằng lim f(x n )^ lim f(y n ) hoặc chứng minh một trong các giới hạn này không tồn tại. 


Lưu Ỷ : Trường họp X —> Xg ; X —> x 0 hay X —> ±o° chứng minh tương tự. 

HD^Giái 

Hàm số xác định trên M 

Lấy dãy số (x ) với X = —. Ta có X —> 0 và lim f(x )= lim X = lim — = 0 (1) 

n " ' J ^ +o ° " n 

Lấy dãy số (y ) với y =-—. Ta có y —>0 và lim f(y )= lim(l-y )= lim ( 1 + —1 = 1 (2) 

n n n “ “ ” n) 

Từ (1) và (2) suy ra hàm số f(x) không cỏ giới hạn khỉ X — » 0 _ 


, , 1 2 

a) Cho hai dãy sô có dạng tông quát là u = — và V = --. Tính lim Un và limv„. 

" n n 4n+ỉ 

b) Dùng kết quả câu a), chứng minh rằng hàm số /(x) = sin — không có giới hạn khi X —> 0 


HD^Giái 

2 

1 2 „ 

a) lim u = lim —7 = 0 , lim = lim —-- = lim —= 0 (1) 

” n 3 " 4n + \ 4+ l 


BT. ĐS&GT 11 


23 


Chương IV. Giới hạn 
























GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


b) Hàm số /(x) = sin — xác định trên M \ Ịo] . Ta có u n ,v n đều thuộc M \ {oỊ , với mọi n và 


lim f(u n ) = lim sin Ỷ = sin = 0, 


lim /(v ) = lim sin —^— = lim sin (4 n + = lim sin I 2nĩĩ + I = 1 

" 2 2 1 2 


Vì limUn = limVn = 0, nhưng lim f(u)^ lim/(v ) nên hàm số f(x) = sin— không có giới hạn khi 

" " X 

x^o 

I Bài 2.12 . Chứng minh rằng hàm số V = sin X không có giới han khỉ X —> +OQ 

HDts-Giái 

Xét hai dãy sô ( x n ) với x n = 2nn và ( y n ) với y n = Ỷ+2nĩĩ(n ẽN ) 

f 1 (7t - \ 

Ta có lim x„ = lim 2nĩl = +°o , lim V = lim — + 2n7ĩ = lim 77 -— + 2K = +°o 

. . (Jl ^ 

lim sin x n = lim sin 2n7Z = limO = 0, lim sin y n = lim sin Ị y + 2 t7;t j = liml = 1 

Vì lim X n = lim y n = +oo nhưng lim f(x n ) lim/(y n ) nên hàm số /(x) = sinx không có giới hạn khi 

X —> 0 


Bài 2.13 . Chứng minh rằng hàm số y = cos — không có giới hạn khi X —> 0 


HDts-Giái 

Chọn hai dãy số có số hạng tổng quát là X = —— và y„ = ——ỉ—— 
" 2t X7Ĩ n (2n + ỉ)7i: 

Làm tương tự nh ư bài 2.12. 


|Vx + l; x>0^ nAn 

[2x; 

lim u n ; lim v n ; lim f(u n ); lim f(v n ) 


Bài 2.14 . Cho hàm số /(x) = «Ị^ X + i; x * u .và các dãy số (lí ) vói u =— và(v ) với V =-—. Tí nh 
2x; X < 0 " " n n n 


Ta có lim u = lim — = 0,lim V = lim( -— ] = 0 


Do Vtỉg N*, u = — > 0 và V = —— < 0. Nên f(u ) = J— + 1 và f(v ) = —— 

"tỉ n n " \n n n 

Từ đó lim f(u n ) = lim +1 j = 1; lim f(v n ) = lim Ị^- — j = 0 

Vì lim u n = lim v n = 0 nhưng lim/(w (! ) ^ lim f(v n ) nên hàm số y = /(x) không có giới hạn khi X —» 0 
Í5x + 2: X>1 _ 

Bài 2.15. Cho hàm số f(x) = ị ’ . Tìm lim f(x),lim /ỴxLlim f(x) 

IX 2 -3; X < 1 
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Ta có lim/(x) = lim(x 2 -3) = -2; lim/(x) = lim(5x + 2) = 7 

*->r ;c->r *->i + *->i + 

Vì lim /(x) -t lim f(x) nên lim f{x) không tồn tại 

_ *->!+ __ 

x 2 -2x + 3; x<2 


Bài 2.16. Cho hàm số /(x) = 


. Tìm lim /(x), lim /(x),lim/(x) 


HDts.Giăi 

Tacó lim/(x)= lim(x 2 -2x + 3) = 3; lim f(x) = lim(4x-3) = 5 

*->2~ x—>2~ x->2 + x->2 + 

Vì lim f(x) ^ lim f(x) nên lim f(x) không tồn tại 


Ía/9-x 2 ;-3<x<3 

Bài 2.17. Cho hàm số f(x) = ị 1: X = 3 . Tìm lim f(x), lim f(x) và lim f(x) (nếu có) 

__ *-»3- *->3* x—>3 

\lx 2 -9 ; X > 3 


HDts.Giái 

Ta có lim /(x) = lim ^9-x 2 = 0; lim /(x) = lim Vx 2 -9 = 0 

*-*r JC—>3” *->3 + *->3 + 

Do đó lim /(x) = 0 


1 


X>1 


Bài 2.18 . Cho hàm số f(x) = ị X - 1 X 3 - 1 ’ 

[mx + 2; X < 1 

Với giá trị nào của m thì hàm số /(x) có giới hạn khi X — » 1 ? Tìm giới hạn này. 


Ta có 

lim /(x) = lim [ ——-I = lim - 


HDts-Giăi 

X 2 + X-2 


X *\x-Ỉ X 3 -1 ) (x - l)(x 2 + X + 1) 


(x-l)(x 2 +x + l) (x 2 +X + 1) 
lim /(x) = lim (mx + 2) = m + 2 

.* >r Jt-»r 

/(x) có giới hạn khi X ^ 1 <=> m + 2 = 1 <=> m =1. Khi đó lim /(x) = 1 


Bài 2.19. Tính các giới hạn sau: 

2x-3 2x-3 

a) lim——— b) lim——— 

wr x-1 *->i + x-1 

d) lim — Y e) lim (2x 3 -5x 2 + 7 ) 


, ,. 2x-7 

c) lim——— 

n X — 1 

f) lim V2x 4 -3x + 12 


HDts-Giăi 

a) Tacó lim(x-l) = 0 ,X - 1 <Ovớimọixvà lim(2x-3) = -l<0. 

X->1“ X- >1 

1; _ 2x-3 

Vậy lim——— = +00 

*4r X — 1 

b) Ta có lim(x-l) = 0, X - Ị > 0 với mọi X và lim(2x-3) = -l < 0. 

.. 2x-3__ 

Vậy lim——— = -00 

*-»“ X — 1 

c) Ta có lim(x - 1) = 0, X - 1 <0 với mọi X và lim(2x - 7) = -5 < 0. 

x->r ' x->r 


BT. ĐS&GT 11 


Chương IV. Giới hạn 






















GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


1; _ 2x-7 

Vậy lim— —— = +oo 

*-»r x-1 

d) Ta có lim(x -l) = 0,x-l>0với mọi X và lim(2x - 7) = -5 < 0. 


_ .. 2x-7__ 

Vậy lim——— = -oo 
x — ỉ 

e) lim ị2x 3 - 5x 2 + 7 j = lim X 3 Ị^2 - — +-V j . 
Ta có lim X 3 = -oo; lim (2 - — + V- 1 = 2 > 0 

X X ) 

Vậy lim (2x 3 -5x 2 + 7 ) = -°° 


f) lim V 2 X 4 -3x + 12 = lim x 2 ^ 

L 3 12 

'2— -7 + — J = +°° 

X X 

Bài 2.20. Tìm các giới han sau: 
X+ 2 VV 4- 

a) lim—-—b) lim-p 
*^ 0+ X-Vx *^ 2 V 2 

-X 2 . x 2 +3x + 2 Vx 2 -7x + 12 

— c) lim —1 d) lim - , — 

-X ^(- 1 ) + yjx 5 +x 4 x ~> 3 V 9-x 2 


HDìs.Giăi 


a) 


Với mọi X > 0, ta có 


X + 2a/x ^(^+ 2 ) 7^+2 

x-y[x VVỊVx-l) yfx-l 


„ AA x + 2Vx _ Vx +2 2 

Do đó lim —-—f=- = lim —— = — = -2 
x ^ 0+ x-ylx x ^ ũ ' Vx-1 -1 

b) Với mọi X < 2, ta có 

lim 4 ~* 2 = lim ( 2 ~*)( 2 + *) = lim(x + 2)4Ĩ^X = 0 
V2-X *^ 2 " V2-x I_>2 

c) Với mọi X > -1, ta có 

X 2 + 3x + 2 (x + l)(x + 2) Vx+ĩ(x + 2) 

lim — , lim 2—— = lim -—Y-- = 0 

^x 5 +x 4 ^ 4(_l)+ X 2 Vv + l X 

d) Với mọi - 3 < X < 3, ta có 

v* 2 -7x + 12 _ Ậ3-x)(4-x) _ VĨ^V _ Vó 

lim- , — = lim y = = = lim r —= = 

*^ 3 ~ V9-x 2 x ^ r ^(3-x)(3 + x) -*^ 3 ~v3 + x 6 

Bài 2.21. Tìm các giới hạn sau: 

s Vx 2 +x-VV u . Vl-X , .. 3-x \Ịx 3 -8 

a) lim- -7 - b) lim — , . - c) lim , d) lim — - 

*^ 0+ * *^ r 2 Vl - X +1 - X x ^ 3 V27-x 3 *~ >2+ X -2x 


HDts-Giải 



, , .. Vl-X 

b) lim— . - 

^ 2V1-X + 1 


= lim 

x->r 


Vi -X 


Vi-% Ị2+Vi-Jt j 


= lim- ' 

^ 2 + Vl-x 


2 
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, 3 — x 3-x V3-x 

c) lim , = lim , — = lim , == = 0 

'-*">/27 -X 3 V( 3-x)(9 + 3x + x 2 ) *^ 3 V9 + 3x + x 2 


Vx 3 -8 J(x-2)(x 2 +2x + 4) 1 lx 2 +2x + 4 

d) lim —^ — = lim —-———-- = lim — J- -— -= +oo 

x : -2x x—>2 + x(x - 2) x^2 + x\ x — 2 



c) lim 


. Với mọi X < -3, ta có - 


-H-3r X + 4x + 3 
Vì lim x + ' = -41 < 0 và lim 

x-K^r x + ỉ x—>(—3) 

yl 8 + 2x —2 

d ) lim - 7 = —= lim 


1 

~ X+3 
8 + 2x - 4 


+ 1 _ x 4 + l 1 

lx + 3 x + l x+3 

.. x 4 + l 
L lim ——— -= - 

x^(-3ĩ X +4x +3 


2(x + 2) 2yJx + 2 

)+ Vx + 2 ụ$ + 2x + 2j x " (2)+ Vs + 2x + 2 



e) lim 


. Vì lim _ , 
4-x (x-2) 


■ = +°o và lim ị x + = \Ỉ3 > 0. 


- 2 (x-2) 


Bài 2.23 . Tìm các giới hạn sau: 
, .. \J X 2 + 1—1 

a) lim— , 

0 4 - V X 2 +16 

x + yj4x 2 - x + 1 
d) lim-——- 


b) 

2x 4 +5x-l 

Vx - 1 

*->+“’ l-x 2 +x 4 

e) lim xi^x 2 +1 -x) 

f) limí^l--i-ì 


;^x 2 _4 x — 2J 
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HD^Giái 

Wd-1 ^(4+VĩvĨ6) 4+Jx ĩ ĩĩẽ_ 

im- , = lim- —(- = - lim — , -= 

4 - Vx 2 +16 *-*° -X 2 (Vx 2 + 1 +1) Vx 2 +1 +1 

^ ^ =1 

*-»! Jv-_1 *-»! Jv_1 *->! 


Vx-1 x_>1 vx-1 

. 2x 4 + 5x-l V 3 V 4 

c) lim -- „ - = lim * : * = 2 


X X 

n .. X + V4x 2 -X +1 1 V ~x + x 2 _ 1 

d) lim-——-= lim ——-—— = 

~ 1 —2x *-*-■ 1 _ 2 2 

X 

. / / 2 \ _ x ( x + l _x ) X 1 1 

e) lim X V X +1 - X = lim — , -- = lim — , -= lim . — = — 

V77i + X LT Ll +1 2 

V X V X 

f) limí 3 i--JLÌ=limMíỊ 2 >=lim=í=i = -~ 

»_>/>+ ^- 2 _ /I V _ 9 -V 2 /I V 2 _ /I 


0 ii-sílim- lún^Ị = -~ 

*-> 2 + l JC 2 — 4 x — 2 1 *-> 2 + JC 2 — 4 *-> 2 + Jt 2 — 4 

Bài 2.24 . Tính các giới hạn sau: 

, 6-3x x-^ĩx-ĩ 

a) lim , . b) lim- - —-— 

^ 2 V2x 2 +1 A2 * -4 

d) limíx + x 2 +... + x”] e) lim 2x 1 
l-xj “X + 3 


. X -3x + l 

c) lim--— 

x->2 + X — 2 

X + V4x 2 -1 
f) lim ——- 


. 1 •_ 6-3x 

a) lim , =4 

* _>_2 v2x 2 +1 

.. x-\Ỉ3x-2 x 2 -3x + 2 

b) lim-— = lim 7 


42 X 2 -4 *“ 2 (x 2 -4)Ịx + V3x-2) 

(x-l)(x-2) =ĩim x-1 _ 1 

2 (x-2)(x + 2)Ịx + V3x-2j Jt " 2 (x + 2)Ịx + V3x-2j 16 

c) lim—— + - = -oo (Vìkhi X—>2 + thì lim (x-2) = 0 và x-2>0 còn x 2 -3x + l—>-l) 

d) lim X + X 2 +... + x" - . Khi X —> r thì |x| < 1 nên theo tổng của cấp số nhân lùi vô hạn, ta 

1 ~ X J 

. 2 . . X ^ f X n 'ì 1; x-n 

có:x + x +... + X =——. Do đó lim —-—— = lim-—— = -oo 

1-x l-xj *-»r 1 —X 

2x-l 2 ~i 

è) lim ——-= lim-— = 2 


2j^_I 

e) lim = lim- ị- = 2 

- +3 ™ 1 + 3 
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~ i;_ X + ^4x 2 -l 1 V X 2 _ 1 

2-3x ~ 2 _ 3 


Bài 2.25. Tính các giới hạn sau: 

X 2 +X + 10 . X 2 +llx + 30 . .. X 6 + 4x 2 + X-2 

a) lim-- b) lim- —— - c) lim-—— - 

;4tl *+ 6 ^ 25-* ~ (x 3 +2) 

A\ 1 ™ X 2 +x-40 yịlx A +4x 2 +3 ,-u I x + ỉ 

^+“2x 5 + 7x 4 +21 2x + l V2x 3 +x 2 

g) lim (V5x 2 + 1 -xV?) h) lim 1 =- 

JC ^ +ooV ' X ^yjx 2 +x + 1-x 

HD^Giăi 

a)2; b)ịL; 

c) 1; d) 0 

./TXT73T7 — \/2.t 4 + 4 a" + 3 ~j2* 2+ 4+— 

lim V2xW±l = lim * -= lim -V_Ị^1 = _ 

2, + l 2+ ì — 2+ ì 

g) lim (-\/5x 2 +1 -xVÌ) = lim ,-= -— = 0 

JC_Ỉ " H ’°' ' V5x 2 +1 + xV5 


1 Us 


h) lim 


vx 2 Txĩl -X 


- = lim-——-= lim 


Bài 2.26 . Tìm giới hạn các hàm số sau: 


a) lim 


x-2 


x4ĩ 3-yỊx + l 
Vx + Vx 2 -1 -1 


.. V2X + 7-3 
b) lim 


d) lim- , 

^ 1+ Vx-l 

, \lx 3 —3x + 2 
g) 'im 2 


e) lim 


Vx+3-2 
\/l-x - >/l-x 


à) lim 


r^TT- b) limL-ì—--i-ì k) lim^i 

-5x + 4 *-ã\x +X-2 X -lj 

HD^Giái 

x-2 b-2)(3 + T^7) (x-2)( 3 + V7^) 

r— — = lim 7 - 7 = 77 - 7 ■ = lim -7- - = - li] 

3-V* + 7 ^ 2 (3-V^+7)(3 + V^+7) ^ 2 2-x 


x 2 -l 

Vx-1 

3x - 2 - -s/4x 2 —x — 2 
X 2 -3x + 2 
Vx-4-Vx+4+2 


c) lim 
f) lim 
k) lim 


= - lim Ị 3 + -y/x + 7 Ị = -6 


BT. ĐS&GT 11 


29 


Chương IV. Giới hạn 























































GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


.... yỊĩx + ĩ -3 (V2* + 7-3)(V2x + 7+3)(V^+3+2 

è) lim 7 === = lim - w .- - 77 7- -r- 

*-** Vx+3-2 ** (V2x + 7 + 3)(V^+3-2j(V^+3+2) 

2(x — 1) í •v/x + 3 + 2Ì 2 ÍVx + 3 + 2 Ì 4 4 

= lim- \ -^ = lim ,V_^ -4 = 2.^ = ^ 

1 (x-1)ỊV2x + 7 +3j # 1 ự2x + ĩ + 3j 6 3 

_„V-1 + 

c)lim^^ = lim—— , \ 

Al Vx-l Al (^-l)(V7 + ^ + ^ĩ) 

(x-l)(x + l)ítfx* +ìfx + ìlĩ) . V 

im-—-- = lim(x +1) ựx 2 + V* + VI = 6 

JC->1 X — 1 *-»i V / 

ỊVx-ijỊVx+ij 


.... Vx Wx 2 -1 -1 1 Vx 2 -1 4x -1 

a) lim - 7=— - = lim 1 




= lim Vx + 1 + * . ) -—r = lim ịyjx +14 —— — 

^1 vx-ĨỊVx+in (x-1) 

= lim( V^+1 + ^ĩ—ĩ-] = >/2 (vì X—>1 + =>X-1>0) 

Vx + lJ 

... ■sỊl—x-yll-x Vl-X -1 -v/ĩ-x-l 


—t = ]im(x + l)ự]x z +ịlx+ìl 1] 

/x 2 -1 , -v/x-lì .. /777, 

r - + p—- = lim VX + 1 + 

Vx -1 Vx -1 J Ml+ 

= limÍ 77 T + ^^EĨÌ 

(x-l)Vx + lJ 


) lim-= lim - 

X *->° 

(VT^-iỊỊVT^+i) 

-lim- 

X x ^° X 

Ị (VT^-iỊỊ^i-x ) 2 +^ 1 ^+^) 

*“* x(Vl-X+l) 

x ^° xỊ^/(l-x) 2 +-ựl-X + Vĩj 


X 

11111 / - - V 11111 . 

-°x(VĨ^ + l) M °x(ỉ 

iạ-xý+ịlỉ-x+th} 

lim 7 , - r - lim 7 ,_ 

1 _ 1 


/)lim 


(3*-2)-777i .... ((3^-2)-777777)(<:3 J :-2)+V4^- JC -2) 


x 2 -3x + 2 (x 2 -3x + 2)Ị(3x-2)W4x 2 -x-2Ị 

5x 2 -llx + 6 (x - l)(5x + 6) 

= lim—--7-—- ■ Y = lim- - —- Y 

*"** (x 2 -3x + 2U(3x-2) +V4x 2 -x-2 j x_>1 (x-l)(x-2)í(3x-2) +v4x 2 -x-2 J 

_ 1; _ 5x + 6 1 

= lim- - -—- = r = — 

(x-2)í(3x-2) + V4x 2 -x-2 ị 2 

,)Bm#-77 2 - lim= lim= = 4 = # 

X 2 -5x + 4 «r (x-l)(x-4) ##r (x-l)(x-4) *-»r (x-l)(x-4) -3 3 
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h) limí ——-——- } = lim -—— 

*->*\x +X-2 x 3 -lj * ^(x-l)(. 

,, x 2 + x + l-(x-2) 

= lim --— 4 --— = lim - 


(x-l)(x + 2) (x-l)(x 2 +X + 1) 

(x-l)(x + l) lim 


(* + l) 


(x-l)(x + 2)(x 2 +x + l) -~ 1 (x-l)(x + 2)(x 2 +x + l) ^(x + 2)(x 2 + x + 1) 

^4^4 + 2 l; _ (^ĩ-l)-(7^ĩ-3) 


k) lim 


= lim——- 
m5 x-5 


= lim——— 

7-Tã x-5 


x-5 *-» s x-5 

ỊVx- 4-ljỊVx-4 +l| ỊVx + 4-3jỊVx + 4+ 3j 
Vx-4+1 Vx+4+3 

x-5 x-5 1 r 1 _ 1 1 1 

\Zx-4 +1 aÍi^+ 3J ^ 5 LVx^4+l VxĨ4+ 3 ] ~~ 3 


Bài 2.27 . Tìm các giới hạn sau: 

1 , 1 


a) lim, , 

^ 2 ^x -3x + 2 X -5x + 6 

c) lim ịyỊx + yíx -yíx 

X 2 -3x + 2 


b) lim 


\lx 2 +2x-4 + 3x +1 


e) lim 


a) lim 


r "' X 3 -4x 2 +2x + l 

1 


“ Vx 2 + 4x-3 + 2x - 5 

d) limỊVx 2 -2x-l-Vx 2 -7x + 3Ị 

„ x 3 -x 2 +4x + 5 
f) lim j ———— 


= lim 


•* H>2 \x 2 -3x+2 X 2 - 

2(x-2) 2 


1 — 1 = ỊỊm 

5x + 6y *-* z 


HD^Giái 

2x 2 - 8x + 8 
(x - 2) 2 (x - l)(x - 3) 


= li m - 


(x - 2) 2 (x - l)(x - 3) ^ 2 (x - l)(x - 3) -1 

>/x 2 +2x-4 +3x + l 


b ) lim 


\lx 2 + 4x-3 + 2x - 5 



2 4 

xL 

1 + ---V+3X+1 

lim ^ 

X X 2 


U1-4 + 2X-5 

1 1)1 

X X 


(ÍT?* 5 *;) . ffỉ' ,tL , 4 

.(fFĩ*-ỉpỉ±ỉ-r 


, Vx 2 + 2x — 4 + 3x +1 

Lưu Ỷ : lim =-= 

Vx 2 +4x-3 +2x-5 



í. 

l I + l_4_3_ỉ] 

XX X J 

~ 1 

/ 

í. 4 3 „ 5 1 

- 

\ 

1 + — — —1 —2 + — 

1 


XX X J 


c) lim \lx + yjx -\lx = lim 


ỊVx + a/x - Vx jỊVx + Vx + Vx j 
Ị^Vx + Vx + VxJ 
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£ 


yjx + yíx + Vx 


1+ t +1 


d ) lim ỊVx 2 -2x-l - Vx 2 -7x + 3 j 

Ị-\/x 2 -2x-l-\lx 2 -7x + 3^Ụx 2 -2x-l+Vx 2 -7x + 3j 




- 2x - 1 + Vx 2 - 7x + 3 



1 5 -! 


H-7 + í 

-H) ị-H-h-i 


lim Ị \]x 2 -2x-ỉ -\lx 2 -7x + 3 j = 1 


e) lim 


—^ 1; _ 5- 4 

+ 3 = 7 I—= ) = =T = 

(x-l)(x-2) x-2 1 

-V-= lim —-= — 

ív_nr r 2 -^r-n Wir 2 -Ir-1 3 


X 2 -3x + 2 

X 3 - 4x 2 + 2x+ĩ *-** (x - l)(x 2 - 3x -1) X-* 1 X 2 - 3x - ĩ 3 

= 0 


, 1,4,5 

3 2 A . c 1 - 1 - - ; 

X -X +4x + 5 r X X 3 

/) lim-——: = lim — ẵ -— 


X 4 - x + 3 


Bài 2.28. Tìm các giới hạn sau: 
a) 1 


, Tìm các giới hạn sau 

) hmí-L-1-ì-^— 

" 3 U 3 J(^-3) 

V 2 _ V 2 _ rxlíl 


c. BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


4x -3 

b) lim . . . 

*-»(- 2 ) + 2x + 3x — 2 


, .. X -X -x + 10 

c) lim---——— 

x ^~ 2 X + 3x + 2 
Bài 2.29 . Tìm các giới hạn sau: 

, Vx + 9+Vx + 16-7 
a) lim-—- 

X 

c) lim Ị^/x 3 -l-Vx 2 + lỊ 


d) lim Ị-\/x 2 -2x-l-Vx 2 -7x + 3j 

1; „ %íx~+ĩ - \l 5 - X 2 
b) lim---—- 

*-* x-1 

d) lim ỊVx 2 + 8x + 3 - Vx 2 +4x + 3 j 


x 3 -l 

-- I 

j x-1 
\mx + 2 nếu X > 1 


, I-1 ỵiêlí X KỈ ' 

Bài 2.30. Cho hàm sô /(x) = < X -1 . Với giá trị nào của m thì hàm sô /(x) có giới hạn khi 


v '5 — X ' 

Bài 2.31. Cho hàm sô f (x) = [ —-T. Tìm các giới han sau: lim f(x), lim f(x) và lim f(x) (nêu có). 

X-5 *^*r X—>5T i-ĩs 


BT. ĐS&GT 11 


32 


Chương IV. Giới hạn 







































GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


Bài 2.32. Cho hàm số f(x ) = 

lim f(x) (nếu có). 

*->2 

Bài 2.33. Tìm các giới hạn sau: 


2ịxị-l nếu x<-2 
Ị2x 2 +1 nếu X >2 


. Tìm các giói hạn sau: lim f(x), lim f(x) và 

x^(-2f x-X-2)- 


a) lim 


'(^ + l)(l-2x) 


I lim — 


+3x-4 x + 4 


. .. x 3 +3x 2 -9x-2 

g) lim- 3 7 - 

x -> 2 r — r — h 


b) lim 


e) lim 


(x-ll)(x 2 -3x + lój 
ylx 2 +x + 2-ylĩ^x 


h) lim 


Jt +x 

2x + l-yj2x 2 +9x-l 


x ỏ +3x 2 -9x-2 


c) lim ịyjx 2 +8x -\Jx 2 -x I 

. .. x 2 +7x-18 

f) lim , = 

V3x-2-2 

.. ìhO-x-2 
k) lim—-— - - 
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§3. HÀM SỐ LIÊN TỤC 
A. KIẾN THỨC CÀN NẮM 

1. Hàm số liên tuc 

■ Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng K và x 0 G K . Hàm số y = f(x) liên tục tại Xo khi và chỉ 
khi lim f(x) = f(x 0 ) 

■ Hàm số y = f(x) không liên tục tại x 0 được gọi là gián đoạn tại điểm đó 

■ y - f( x ) liên tục trên một khoảng nếu nó liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng đó. 

■ y = f(x) liên tục trên đoạn [a; b~ị nếu nó liên tục trên khoảng (a; h) và 


lim f(x) = /(tỉ), lim f(x) = f(b) 

■ Đồ thị hàm số liên tục trên một khoảng được biểu thị bởi một “đường liền” trên khoảng đó. 

2. Các đinh 11 
Đỉnh lí 1 

a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực M 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ và hàm số lượng giác liên tục trên từng khoảng của tập xác định của 
chúng. 

Đỉnh lí 2, 

Giả sử y = f(x) và y = g(x) là hai hàm số liên tục tại điểm Xo. Khi đó: 

a) Các hàm số f(x ) + g(x), f(x ) - g(x) và f(x).g(x) cũng liên tục tại điểm Xo. 

, f(x ) ' 

b) Hàm sô liên tục tại Xo, nêu g(x ) * 0 

g(x) 

Đỉnh lí 3 

Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn ịa;bị và f{a).f(b) < 0 thì tồn tại ít nhất một điểm 
CG ( a;b ) sao cho f(c ) = 0 
Mênh đề tuông đương 

Cho hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn ịa;b~ị và f(a).f(b ) < 0 . Khi đó phương trình /( x) = 0 
có ít nhất một nghiệm trong khoảng ( a; b). 


B. BÀI TẬP 



HDts-Giái 


Hàm số y = f(x) xác định trên M \ Ị 2 Ị, do đó xác định trên khoảng (2; + 00 ) chứa Xo = 3. 


lim f(x) = lim x _ = 3 = /(3). Vậy hàm số y = f(x ) liên tục tại x 0 = 3. 

»-»3 _ x — 2 ____ 


Bài 3.2. Cho hàm số f(x) = < 

2x 2 -2x x ^ị 

x-\ . Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của nó. 


5 khi x = l 


HDts.Giái 

Tập xác định của hàm số là M . 

Nếu X ± 1 thì f(x) = ——^. 

x-ỉ 

Đây là hàm số phân thức hữu tỉ có tập xác định là (- 00 ; 1) u (1; + 00 ) 
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Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (- 00 ; 1) và (1; + 00 ) 

Nếu X = 1, ta có /(1) = 5 và lim /(x) = lim ——^ = lim — = 2 ^ /(1) 

x-ỉ »5« x-1 


Vì lim f(x) + /(1), nên hàm số không liên tục tại X = 1. 

Vậy hàm số đã cho liên tục trên các khoảng (- 00 ; 1), (1; + 00 ) và gián đoạn tại X = 1 . 


Bài 3.3. Cho hàm số /(x) = < 

x 2 -2x-3 ì hị 

X - 3 . Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của 

nó. 

5 khi X = 3 


HDts-Giăi 

Tập xác định của hàm số là M. 


Nếu X*3thì /(x) = -—. 

x-3 

Đây là hàm số phân thức hữu tỉ có tập xác định là (- 00 ; 3) u (3; + 00 ) 

Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (- 00 ; 3) và (3; + 00 ) 

Nếu X = 3, ta có /(3) = 5 và lim /(x) = lim —- ——— = lim ^ —— = 4 ^ /(3) 

*-> 3 x-3 «3 x-3 

Vì lim /(x) 3* /(3), nên hàm số không liên tục tại X = 3. 

Vậy hàm số đã cho liên tục trên các khoảng (- 00 ; 3), (3; + 00 ) và gián đoạn tại X = 3 
Bài 3.4 . Xét tính liên tục của hàm số /(x) = V 1-x 2 trên đoạn [-1; 1 ] ■ 

HDts-Giăi 

Hàm số đã cho xác định trên đoạn [-1; 1 ] . Với mọi x 0 e (-1; 1), ta có 

lim /(x) = lim V 1-x 2 = aJi -X 2 = /(x 0 ), nên hàm số liên tục trên khoảng (-1; 1 ) 

Ngoài ra, ta có lim /(x)= lim Vl-X 2 = 0 = /(-l)và lim /(x)= lim \j 1-x 2 =0 = /(l) 
Do đó /(x) liên tục trên đoạn 

Bài 3.5. Chứng minh rằng hàm số /(x) = VxTT liên tục trên nửa khoảng [-1; + 00 ) 

HD^Giai 

Hàm số /(x) liên tục trên nửa khoảng [-1;+ 00 ) nếu nó liên tục trên khoảng (-l;+°o) và 
lim /(x) = /(-1) Vì với mỗi X <= (-1;+°°), ta có 

lim /(x) = lim Vx + l = ^x 0 + ỉ = f(x 0 ), nên hàm số liên tục trên khoảng (-1;+°°). 


Ngoài ra, ta có lim /(x)= lim Vx + l = 0 = /(-l) 
Do đó hàm số /(x) liên tục trên nửa khoảng [-1; + 00 ) 


Bài 3.6. Cho hàm số /(x) = ị 

1 1 

00 

neu X ^ 2 ' t ị n Ị 1 ]jg n t ụ C c h a hàm số trên tập xác định của nó. 

nếu X = 2 

Tập xác định của hàm số là M . 

HDts-Giải 

X 3 -8 

Nếu x*2thì f (x) = —-—. 

x-2 


1 C 
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Đây là hàm số phân thức hữu tỉ có tập xác định là (- 00 ; 2) u (2; + 00 ) 
Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (- 00 ; 2) và (2; + 00 ) 


Nếu X = 2, ta có f(2) = 5 và lim f(x) = lim ——= lim —— —^ = 12 ^ /(2) 

*->2 x-2 x—>2 x-2 

Vì lim /(x) ^ /(2), nên hàm số không liên tục tại X = 2. 

Vậy hàm số đã cho liên tục trên các khoảng (- 00 ; 2), (2; + 00 ) và gián đoạn tại X = 2 


Bài 3.7. Xét tính liên tuc của hàm số f(x) = < 

X 2 —X —2 „ 

— -— - nê u X > 2 

x-2 tại X = 2 


5 - X nếu X < 2 


HDts-Giái 


I khi r > 9 

x _ 2 CÓ tập xác định là M 

5-x khỉ X <2 


Ta có /(2) =3. 


(1) 

lim/(*)Mim* 2 -*- 2 = lim ( *- 2)( * + 1) 

*->2 + X >2" X-2 *->2 + X-2 

— 3 

(2) 

lim /(x) = lim (5 - x) = 3 


(3) 

Từ (1), (2) và (3) suy ra lim /(x) = 3 = /(2). Vậy /(x) liên tục tại X = 2. 


[ x-1 

nếu X < 1 

tại X = 1 

Bài 3.8. Xét tính liên tục của hàm số /(x) = ị 



[ -2x 

nếu X>1 


HDìs.Giăi 


Ì , — nấw X < 1 „ 

y/2 - X -1 có tập xác định là M 

-2x nếu X > 1 


Ta có /(1) = —2. 


( 1 ) 


, (x-l)(V2^ + l) 

* - = lim-V-- = —2 


lim/(x) = lim - 

» >1 V2-X-1 
lim /(x) = lim(-2x) = -2 

X->1 + 

Từ (1), (2) và (3) suy ra lim /(x) = -2 = /(1). Vậy /(x) liên tục tại X = 1. 


( 2 ) 

(3) 



í X 2 + 5x + 4 A , 

-—- nêu X ^ — 1 

Bài 3.9.Cho hàm số f (x) = ị 

ị X 3 +1 • Xét tính liên tục của hàm sô trên tập xác định 

của nó. 

[ 1 nếu X = -l 


HDts-Giái 


Tập xác định của hàm sô là M . 

, t ạ__ , x 2 +5x + 4 

Nếu X * -1 thì f (x) =---— . 

x 3 + l 

Đây là hàm số phân thức hữu tỉ có tập xác định là (- 00 ; -1) u (-1; + 0 °) 
Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (- 00 ; -1) và (-1; + 00 ) 
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TVTẮ„ 1 + „„ A r, 1N _ 1 „ A !■ X 1- x 2 +5x + 4 (x + 1)(x + 4) 

Nêu X = -1, ta có /(-1) = 1 và lim /(x) = lim---— = lim -- - -— = 1 

*-+-* ■ M “ 1 x 3 +l (x+l)(x -x + l) 

Vì lim /(x) = /(-1), nên hàm số liên tục tại X = -1 . 

Vậy hàm số đã cho liên tục trên R ■ _ 

I Bài 3.10 . Chứng minh rằng phương trình X 3 + 2x - 5 = 0 cỏ ít nhất môt nghiêm. 

HD^Giăi 

Xét hàm số /(x) = X 3 +2x-5 

Ta có /(0) = -5 và /(2) = 7. Do đó /(0)./(2) < 0 

y = /(x) làm hàm đa thức nên liên tục trên R . Do đó nó liên tục trên đoạn [0; 2]. Từ đó suy ra phưorig 
trình /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm x 0 e (0;2) 


Bài 3.11 . Chứng minh rằng phương trình: 

a) 2x 3 - 6x + 1 = 0 có ít nhất hai nghiệm 

b) cosx = X có nghiệm 


HD^Giăi 

a) Xét hàm số /(x) = 2x 3 - 6x + 1. Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên R. Do đó nó liên tục trên 

các đoạn [0; 1] và [1; 2] (1) 

Mặt khác, ta có 

/(0) = 1; /(1) = -3 và /(2) = 5. Do đó /(0)./(l) < 0 và /(l)./(2) < 0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ta /(x) = 0 có ít nhất hai nghiệm, một nghiệm thuộc khoảng (0; 1), còn nghiệm kia 
thuộc khoảng (0; 2) 

b) Xét /(x) = cosx - X. Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên M . Do đó nó liên tục trên các đoạn 

0; f] (1) 

Mặt khác, ta có /(0) = 1; = • Dođó /(0)./Ị^j<0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra /(x) = 0 có nghiệm thuôc khoảng 0;^ I. 


Bài 3.12 . Chứng minh răng phương trình: 
a) X 5 - 3x - 7 = 0 luôn có nghiệm 


b) cos2x = 2sinx - 2 có ít nhất hai nghiệm thuộc trong khoảng j 

c) Vx 3 +ỎX + 1 -2 = 0 có nghiệm dương 

d) X 4 - 3x 3 + 1 = 0 có nghiệm trong khoảng (—1;3) 


HD^Giái 

a) Xét hàm số /(x) = X 5 - 3x - 7 . Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên R . Do đó nó liên tục trên 

các đoạn [0; 2] (1) 

Mặt khác, ta có 

/(0) = -7 < 0; /(2) = 19 > 0 f(2) = 19 > 0 . Do đó /(0)./(2) < 0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ta /(x) = 0 có ít nhất hai nghiệm, một nghiệm thuộc khoảng (0; 2) 

Vậy f(x) = 0 luôn có nghiệm. 

b) Xét /(x) = cos2x - 2sinx + 2. Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên R . Do đó nó liên tục trên 

các đoạn và h^;;r (1). Mặt khác, ta có 
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/(-f) = ^/[f] = -lvà/W=3.Dođó/|^-|j./^j<0và/^j./W<0(2) 
Từ (1) và (2) suy ra / 
thuộc khoảng 


Từ (1) và (2) suy ra f(x)= 0 có ít nhất hai nghiệm, một nghiệm thuôc khoảng I _ 6 ’ 2 j ’ C(3n n gh iệm kia 


c) Ta có Vx 3 + 6 x + l- 2 = 0<=>x 3 +6x + l = 4<=>x 3 +6x-3 = 0 

Xét hàm số /(x) = X 3 + 6 . 1 ' - 3 liên tục trên M nên liên tục trên đoạn [0; 1] (1) 

Mặt khác, ta có: /(0) = -3; /(1) = 4. Do đó /(0)./(l) < 0 (2) 

Từ (1) và(2) suy ra phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc (0; 1) 


Vậy phương trình -y/x 3 + 6 x + l -2 = 0 có ít nhất một nghiệm dương. 

d) Xét hàm số f(x) = x 4 - 3x 3 + 1 liên tục trên R 

Nên f(x ) liên tục trên đoạn [-1; 1] chứa trong [-1;3] . Mặt khác, ta có 


/(-1) = 5 và /(1) = -1. Do đó /(-!)./(!) < 0 


Suy ra /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (-1; 1) chứa trong khoảng (—1; 3 ). 

Vậy /(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (—1;3). 

Bài 3.13 . Chứng minh rằng phương trình: 

a) x 5 - 3x 4 + 5x - 2 = 0 có ít nhất ba nghiệm trong khoảng (-2; 5 ). 

b) X 5 - 5x - 1= 0 có ít nhất ba nghiệm 

c) X 3 + 3x 2 - 4x - 7 = 0 có nghiệm hay không trong khoảng (-4; 0 ) ? 

” HDts-Giái 

a) Xét hàm số /(x) = X 5 - 3x 4 + 5x - 2 liên tục trên M 

Nên/(x) liên tục trên đoạn [0; 1], [1; 2] và [2; 3] chứa trong [-2; 5 ]. 

Mặt khác, ta có 

/(0) = -2 và /(1) = 1, /(2) = -8và /(3) = 13. Do đó /(0)./(l)<0, /(l)./(2)<0 và /(2)./(3)<0 
Suy ra /(x) = 0 có ba nghiệm, một nghiệm thuộc trong khoảng (0; 1), một nghiệm thuộc trong khoảng 
(1; 2) và nghiệm còn lại thuộc trong khoảng (2; 3). 

Vậy /(x) = 0 có ba nghiệm trong khoảng (-2; 5 ) 


b) Xét hàm số /(x) = X 5 - 5x - 1 tương tự như câu a), trên các đoạn [-2; -l], [-1; 0 ] và [0;3] 

c) Xét hàm số /(x) = X 3 + 3x 2 - 4x - 7 là hàm đa thức nên liên tục trên M . 


Mặt khác, vì/(0)./(-2) < 0 nên phương trình /(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (-2;0). Do đó có 


nghiệm trong khoảng (-4; 0 ). 

Bài 3.14 . Chứng minh rằng phương trình sau luôn có nghiệm với mọi giá trị của tham số m: (1 - ra 2 )x 5 - 
3x - 1 = 0 

HDts-Giăi 

Xét hàm số /(x) = (1 - m 2 )x 5 - 3x - 1, là hàm đa thức, liên tục trên M , nên liên tục trên đoạn [-1; 0 ] 
Mặt khác, ta có 

/( 0 ) = -1 < 0 và /(1) = m 2 +1 > 0 nên /(l)./(0) < 0 , với mọi m 

Suy ra phương trình /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc trong khoảng (-1;0), nghĩa là phương trình 


/(x) = 0 luôn có nghiệm với mọi m. 
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Bài 3.15 . Chứng minh rằng phương trình: (1 - m 2 )U + l) 3 + X 2 - X - 3 = 0 luôn có nghiệm với mọi giá trị 
của tham số m. 

7 7 7 HP^Giăi 

Xét hàm số /(x) = (1 - m 2 )(x + l) 3 + X 2 - X - 3 là hàm đa thức nên liên tục trên R . Do đó liên tục trên 
đoạn [-2;-l]. Mặt khác, ta có 

/(-1) = -1 < 0 và /(-2) = m 2 + 2 > 0 nên /(-l)./(-2) < 0, với mọi m 

Do đó /(x) = 0 luôn có ít một nghiệm thuộc trong khoảng (—2; —l) với mọi m. Nghĩa là phương trình (1 

- m 2 )(x + l) 3 + X - X - 3 = 0 luôn có nghiệm với mọi m. _ 

Bài 3.16 . Chứng minh rằng các phương trình: 

a) X cosx + xsinx + 1 = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0;7ĩ) 

b) sinx = X - 1 có ít nhất một nghiệm 

c) X 4 - 3x 3 + X - 1 = 0 có nghiệm trong khoảng ( -1; 3) không ? 

“ HD^Giăi 

a) Hàm số /(x) = x 2 cosx + xsinx + 1 là hàm đa thức nên liên tục trên M . Do đó liên tục trên đoạn 
Ị^0;;r] . Mặt khác, ta có 

/(0) = 1 > 0, /O) = 1 - 7Ĩ 2 < 0 nên f(ữ). f{7ĩ) < 0. Do đó /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng 
(0 \7ĩ ). Vậy phương trình /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0',7ĩ) 

b) Hàm số /(x) = sinx - X + 1 là hàm đa thức nên liên tục trên M . Do đó liên tục trên đoạn [ơ;;r] . Mặt 
khác, ta có 

/(0) = -1 < 0, f(7ĩ) = 7T-l>0 nên f{ữ).f(7t) < 0. Do đó /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng 
(0; 7Ĩ). Vậy phương trình /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm. 

c) Hàm số /(x) = X 4 - 3x 3 + X - 1 là hàm đa thức nên liên tục trên M . Do đó liên tục trên đoạn [-1; o] . 


Mặt khác, ta có 

/(0) = -1 < 0, /(-1) = 2 > 0 nên /(-l)./(0) < 0. Do đó /(x) = 0 luôn có ít nhất một nghiệm thuộc 
khoảng (— 1; o) chứa trong (- 1; 3 ). Vậy phương trình /(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (-1;3). 


Bài 3.17. Tìm các eiá tri của tham số m để hàm số f(x) = ị 

íx 2 -3x + 2 

nếu X <2 

X 2 -2x 

liên tục trên M. 


[mx + m + 1 

nếu X > 2 


HD^Giăi 

Tập xác định của hàm số là D = ® 

Ta có /(2) = 3m + 1. lim /(x) = lim(xm + m + l) = 3m + l = /(2) và 

lim/U)= Mm - lim - lim —= ị 

xJr X 2 -2x x(x - 2) X 2 

Đe hàm số liên tục tại X = 2 khi và chỉ khi 3m + l = 7<=>m = -7 

2 6 

Dễ thấy với mọi m, hàm số / liên tục tại mọi điểm X ^ 2. Vậy / liên tục trên M khi và chỉ khi m 


Ì * X L ỵ 2 

X - 2 liên tục tại x = 2. 

m nếu X = 2 

HD^Giái 

Tập xác định của hàm số là D = M 


Ị_ 
6 ' 
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Ta có /(2) = m và lim f(x ) = lim —- ——— = lim ^ + —— = lim(x +1) = 3 

7-^2 x-*2 x-2 x—>2 X — 2 

Đe hàm số / liên tục tại X = 2 khi và chỉ khi /(2) = lim f(x) <=> m = 3 
Vậy m = 3 thì hàm số / liên tục tại x = 2. 


1 3 V . 

, - nể lí X > 1 , /■ 

Bài 3.19 . Cho hàm số /(x) = < X - 1 X 3 - 1 . Với giá trị nào của tham số m thì hàm số 


x) liên tục tại X = 1 . 

Tập xác định của hàm số là D = R 
Ta có. /(l) = m + 2 

lim /(x) = lim í —-— ì = lim — 

x 3 -l J Z£(x- 

im 'lim 

^I : (x-l)(x 2 +x + l) X + X + 1 

Và lim /(x) = lim (/ra; + 2) = m + 2 = /(1) 


Đe /(jc) liên tục tại X = 1 lim /(jc) = lim f(x ) <=>m + 2 = l<=>m = —1. 

JC—» 1 + x-»r 


x-*f X->1~ 

Bài 3.20. Xét tính liên tuc của các hàm số sau trên tân xác đinh của chúng 


X 2 —2 v ĨZ 

- 7 = nêu X ^ V 2 

1 -* v 

- nểw X ^ 2 

a) f(x) = < 

x->/2 b) f(x) = < 

(x-2) 2 


2 V 2 nếw X = \Ỉ 2 

3 X = 2 


a) /(x) = 


HDts.Giái 

—— Ỵ=\ khỉx^yị2 

X-^Ị2 • Hàm sô xác định trên M 

2 V 2 ; khix = yj 2 


2V2; khix = yl2 

Nếu x^ thì /(x) = lll 3- là hàm phân thức hữu tỉ nên liên tục trên các khoảng (- 00 ; -v/ĩ) và 
X-V2 v ; 

Ị >/ 2 "; +°oj 

/r ... X 2 —2 .. (x-yÍ2)(x + ^) 

Tại X = v2 . lim ——== lim-i- -i= lũn x+ V2 =2V2 =/ V2 

*-+&x->ỉ 2 *-*& X-V2 ’ v ’ 


Do đó hàm số liên tục tại X = V 2 
Vậy hàm số /(x) liên tục trên M 


b) /(x) = 


————; khix^ 2 

(x - 2 ) có tập xác định là I 


Nếu X ^ 2 thì /(x) = --^ 7 - là hàm phân thức hữu tỉ, nên nó liên tục trên các khoảng (-°°; 2 ) và 

(2;+00). 
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Tại X = 2, ta có lim f(x ) = lim —— -ị— = -oo^ f( 2) 

•*-** (x-2ý 

Do đó hàm số f(x) không liên tục tại x = 2. 

Vậy hàm số f(x ) liên tục trên các khoảng (-°°;2Ì và (2;+°°) và gián đoạn tại x = 2. 


Bài 3.21. Tìm số thực a sao cho hàm số 


/(*) = 


J a 2 x 2 nếu 
[(l-a)x nếu 


x<2 

x>2 


hên tục trên R 


HDts.Giái 

Ta có lim f(x) = lim ( a 2 x 2 ) = 4 a 2 = /(2); lim f(x ) = lim (l - a) X = 2(1 - a) 

*->2“ * >2 v ’ x->2 + x->2 + ' ' 


Hàm số / hên tục tại X = 2 khi và chỉ khi 4a 2 = 2(1 - a) <=> 


a = -ì 



Hiển nhiên hàm số / hên tục tại mọi điểm X ^ 2 với mọi ữ 


Vậy hàm số / hên tục trên I 


khi và chỉ khi a = -\,a = — 
2 


Bài 3.22. 

a) Chứng mi nh rằng phương trình X 3 + 1 ()()()X 2 + 0,1 = 0 có ít nhất một nghiệm âm 

b) Chứng minh rằng phương trình JC 3 -1 000X 2 - 0,01 = 0 có ít nhất một nghiệm dương 

c) CMR vói mọi số thực a, b, c, phương trình X 3 +ax 2 + bx + c = 0 có ít nhất một nghiệm 

HDts-Giái 

a) Hàm số f(x) = X 3 + lOOOx 2 +0,1 hên tục trên M . Ta có /(0) = 0,1 > 0. Vì lim f(x) = nên tồn 


tại một số thực a sao cho f{a) < 0 

Vì /(0)./(a) < 0 nên, theo hệ quả của định lí về giá trị trung gian của hàm số hên tục, tồn tại một số 
thực c e ( a ; 0) sao cho /(c) = 0. Vậy x = c là một nghiệm âm của phương trình đã cho. 
b) Hàm số f(x) = X 3 -lOOOx 2 -0,01 hên tục trên M . Ta có /(0) = -0,01 < 0. Vì lim f(x) = +°° nên 


tồn tại một số thực b đủ lớn sao cho f(b ) > 0 

Vì f(0).f(b) < 0 nên, theo hệ quả của định lí về giá trị trung gian của hàm số hên tục, tồn tại một số 
thực c e (0; b) sao cho f(c ) = 0. Vậy x = c là một nghiệm dương của phương trình đã cho. 


c) Hàm số f(x) = X 3 + ax 2 +bx + c hên tục trên M . 

lim f(x) = +°° và lim f{x) = -OO . Do đó phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm với mọi 


số thực a, b, c. 

Bài 3.23. Tìm các giá tri của a và b để hàm số 


\ax-b nếu X < 1 

/(*) = 

3jc nếu 1<X< 2 hên tục tại x = ỉ và gián đoạn tại x = 2. 


1 bx 2 -a nếu x>2 


HDts-Giăi 

Hàm số hên tục tại X = 1 và gián đoạn tại X = 2 khi và chỉ khi 


to/M=Jim/(x) = /(l) r _ i = 3 ị a = b + ĩ 

lim f{x) ^ lim f(x) {4b-a* 6 [^^3 
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Bài 3.24. Tìm m để hàm số f(x) = < 

í£zi . „ 

x 2 -l neu x liên tục tại x = l. 


m 2 x nếu X = 1 


sx -1 V 1 

Bài 3.24. Tìm OT để hàm số /(x) = • X 2 -1 x liên tục tại X = 1. 

[ m 2 x nếu x = l 

HD^Giăi 

__ (VĨ-i)(VÍ+i) 1S _ 1 1 

Ta có f(l) = m . lim—r—— =lim- —r=lim- j—ị= —r- = — 

* X -1 *-»! (x-l)(x + l)(Vx + lJ I_>1 (x + l)ỊVx + lj 4 

Đe hàm số liên tục tại X = lthì lim/(x) = /(1) <=> m = ±^~ 


c. BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Bài 3.25 . Chứng minh rằng hàm số /(x) = X 2 + X + 3 H—ỉ— liên tục trên tập xác định của nó. 

x-2 

Bài 3.26. Chứng minh rằng phương trình X 3 + X +1 = 0 có ít nhất một nghiệm âm lớn hơn - 1. 

Bài 3.27. Chứng minh rằng các phương trình OT Ị 2 cos X - V 2 j = 2 sin 5x + 1 luôn có nghiệm với mọi giá 

trị của tham số m. 

Bài 3.28. Chứng minh rằng hàm số 


/(*) = 


x + x nếu x^lvàx^o 
X +x 

-3 nếu X = -1 
0 nếu X = 0 


liên tục trên M . 


X - 3x + 2 , _ 

-—-— nêu x*2 - 

X-2 liên tục tại X = 2 . 


Bài 3.29 . Chứng minh rằng hàm số /(x) = 

x 2 -5x + 6 v 

Bài 3.30. Cho hàm số /(x) = ị x-3 neu x * • Tìm m để hàm số y = /(x) liên tục tại X = 3. 


(m - l)x nếu X = 3 


V6x+7 -X 

Bài 3.31. Cho hàm số /(x) = ị X 2 - 8x + 7 


. Tìm m để hàm số f(x) liên tục tại X = 7. 


2ax 2 - 6ax + 1 nếu X < 7 
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ÔN TẬP CHƯƠNG IV 


( 3+ H£Ì 

1 

1>J 

1 


Bài 1. Tính các giói hạn sau: 

. 2n 3 -2n + 3 

a) lim —-———— 

B-M-oc 1-4 n ó 


,. [ 2 n + l . cosnì 

b) lũn +— 77 - 

n 4 " J 


. 2n 3 -2n+3 

a) lim —————— = lim 


4-H) 

■ÍH 


HD^Giăi 

2-T + A 

= lim Ị—5- = - 


,. [ 2« + l . cosn Ị 2n + l _ cosn 

b) lim = lim ———+ lim — 

n 4" j ”^+“ n «^+“ 4" 

_ , 2 n + l í,, lì _ lcosnl 1 {lỴ (lỴ „ „ cos n - 

Ta có lim —— = lim 2 + — = 2 . —— < — = — với mọi n và lim — = 0 nên lim — = 0. 

»-»+” n n->+oo^ nJ I 4" I 4" v^y nT+-^ 4 J nT+oo 4 « 

„ TJV 1 2 n + l . cosn 1 _ 

Vậy lim = 2 

“1 n 4" J 



/ Ị — - Ị — 1 -\ Tỉ - 

a) lim ỉ \ln 2 + 3n +1 - Vn 2 + 2n —1 j = lim —Ị= 


yịn 2 + 3n + l + yjn 2 + 2n — l 

l') 


\ln 2 + 3« + l + \ln 2 +2n-l 


n\ Jl + — +,+«! + — —V 



2 


I 2 3 1 2 3 

è)lim ^” , ~ 2 ' , + 3 =lim " V = 1 m V =-1 

»'Í- 2+ f) - 2+ Ặ 


c)lim \Jn 9 +Sn 2 -7 = limH 3 Ậ + — 7 --Ỵ =+°° ( vì limrc = + 00 ;lim Ỉ l + -J--Ỵ = 1 > 0) 
\ n n V n « 
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d) lim 


-ậ-—= lim -= lim 

3"+2.7" 3" . „ f 3 


Bài 3. Tìm các giới hạn sau: 

, .. __ 4x 5 +9x + 7 
a) lim ' . —- 
*^3x 6 +x 3 + 1 

,, .. 49 + 5x + Ãx4-3 

d) lim-—- 


b) lim 


e) lim 


X 3 +3x 2 —9x — 2 

X 3 - X - 6 

'Jl0-x-2 


c) lim 
f) lim 


’ 1 Vôx 2 + 3 + 3x 
Vx + 8-V8x + l 
V5-X- 4lx-3 


4x +9x + 7 4.1 5 +9.1 + 7 „ 

fl)lim ' - —7 —-= ' — —- —— = 4 
^ r 3x 6 +x 3 + l 3.1 6 +1 3 +1 

X 3 +3x 2 -9x-2 (x-2)(x 2 +5x + l) x 2 +5x + 1 15 

b ) lim- T - — = lim- 7 —;-Ý = lim - 


*->2 X 3 - X - 6 


2 (x-2)(x 2 +2x + 3) 


*-**X +2x + 3 11 


c) lim 


1 Vóx 2 +3+3x 


,. > + i)(^TT-3,) 7^7^ 

= lim-2-———-= lim _ . ' , = 1 


.... V9 + 5x + 4x 2 -3 .. 

d) lim-—-= lim 


g )lim — * —= lim 


- —:-= lim —---= i 

3-3x 2 3(1-x) 

5x + 4x 2 _ 1 . 5 + 4x _ 5 

xíV9 + 5x + 4x 2 + 3 Ị _ ^ 0 V9 + 5x + 4x 2 +3 6 

lim _ 2 — x _ 

^ 2 (x-2)^(10-x) 2 + 2\/l0-x + 4^ 

1 _ 1 
.93 12 


x ^ 2 -ị/ịlO-x) 2 + 2 V 10 -X + 4 

7(1-XC)(V5^ + V7^3) 

1 ) lim , — ' = lim- ' - ( = lim ỳ - ( = — 

v5-x-V7x-3 * 8 ( 1 -x)ỊVx + 8 + v 8 x + lj 8 ỊVx + 8 + "v 8 x + lj l 2 

Bài 4. Tìm các giói hạn sau: 

, ..44+3-2 , . .. 2-44—3 

a) lim- : —-— b) lim - 


x-1 
x-3 


X 2 -49 


c) lim Ị-y/3x 2 + X + 1 - x\/3 j 


d) lim 


x_>r 3 - Vôx - X 2 


, .. Vx 2 -2 x + 6-Vx 2 + 2x-6 _ .. 44+2-2 

e) lim--—---- 1 ) lim—;==- 

x ^3 X -4x + 3 ^2^J x + rj_2 


^ V^+ 3-2 (V^+ 3 ”- 2 )(V^+ 3 + 2 ) JC _ 1 1 1 

a) lim--—-— = lim— - --— = lim-- -- = lim — J= = — 

;í (x-l)(Vx + 3+2j jAl (x-l)(Vx + 3+2] Al Vx + 3+2 4 


b) lim 


X -1 

2-44^3 


-Vx-3 7-x 1; _ 1 1 

———— = lim--—y-- , = - lìm-- = —— 

* -49 ( x -7)(x + 7)\2 + 4x-3j (x + 7)[2 +V*-3J 56 
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c) lim (73x 2 + X + 1 -x-s/i) = lim , - - = ^Ệ- 

~ 4 " v ' ™73x 2 +x + l+x73 6 

x _3 (x-3)Ỉ3 + 76x-x 2 

d) lim- * = lim 7 - =77 - 7 = 

*"* 3-7ôx-x 2 x ~* 3 Ị3 - 7óx - X 2 j Ị3 + Tóx 

Ta có lim (3 + 7óx - X 2 ) = 6 > 0, lim(x-3) = 0 vàx - 3 < 0 với mọi X < 3 

*-*3~ V / i->r 

Do vậy lim- * 3 = -00 

• t_>r 3-V6x-x 2 

, 7x 2 -2 x + 6-Vx 2 +2 x-6 -4x + 12 

e) lim--—--—-= lim 7 - - =- 

X--4X + 3 (x 2 -4x + 3)ịVx 2 -2x + 6 + 7x 2 +2x-6j 


) _3 + Vóx-. 

= lim-——— 

-X 2 ) ^ 3 *- 


a _4___J_ 

3 (l-x)Í7x 2 - 2x + 6 + 7x 2 + 2x-6j 3 


- .. V^+2-2 (x-2)(V^+7 + 3) 7777+3 _ 3 

f) lim 2—— -= lim- 7 - 7 = lim - 7 === -= 7 

^ 2 Vx + 7-3 2 (x-2)Ị7x + 2+ 2j Vx + 2+2 2 

Bài 5. Tìm giới hạn của các hàm số sau: 

X 3 + 8 


a) lim 


d) lim 


X 2 + 1 lx +18 

73x 2 + x 4 


b) lim 


2x 3 -5x 2 -2x-3 


*-> 3 4*3 -13x 2 + 4x - 3 

x|x + 2| 
e) lim 1 — 

*-x-2) + X +3x + 2 


c) lim 


(x + 3) 3 -27 


f) lim 


. .. X 3 + 8 U + 2)(x 2 -2x + 4) x 2 -2x + 4 12 

a) lim ——— -= lim--—-—-= lim-—-= — 

^“ 2 X +llx + 18 x-*~ 2 (x + 2)(x + 9) *-*- 2 x + 9 7 


b) lim 


.. 2x 3 -5x 2 — 2x —3 _ (* _3 H 2x +x + 1 ]_2x 2 +x + l 11 
*-> 3 4x 3 -13x +4x-3 (x-3)(4x 2 -x + lj M 3 4r-X + 1 17 

(x + 3) 3 -27 _ _ V 

c) lim ---= lim (X + 9x + 27) = 27 

X^O ỵ X—>0 V / 

V 3x 2 +x 4 


d) Ta có 
Vói x< 0 , 

Vói X > 0, 


2x_ 2x 

x| V 3 + X 2 -xyh + x 2 _ 1; _ 73x 2 +x 4 73 

2x 2x *H> 0 - 2x 2 

|x|73 + x 2 x73 + x 2 _ 

—-= —-. Dc 


, Vtx 


Từ đó suy ra không tồn tại lim 


2x 

73x 2 + x 4 


e) Kh i X —> (— 2) + thì |x + 2| = X + 2. Do đó lim „ 1 -— = lim — = 2 


x|x + 2| 

' + X 2 + 3x + 2 
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f) liml —1-——-ì = lim —— ĩ- = -l 

' 1 1 - X 1 - X 1 X + X +1 


Bài 6. Tìm giói hạn của các hàm số sau: 
|-x 2 -x + ó| 


a) lim - 


d) lim X. 


X 2 +3x 


b) lim - 


3 |2x 2 + 7x + 3| 

*Jl + X-ịll + x 



, _ , -X -x + 6 2-x .. . . v -X -x + 6 2-x 5 

a) Ta có —4-= — với mọi X ^ -3 và lim —— = lim — = -— 

X 2 +3x X x 2 +3x *“- 3 X 3 

-x 2 -x + 6 5 5 


b) lim 


- 3 | x 2 +3x I I 3| 3 

9-x 2 I 6 


^“ 3 |2x +7x + 3| 5 

c) Với X > 2, ta có ịx - 1| = X -1 và |x - 2| = X - 2 . 

3-|x-l| 3 -r + 1 4-x 

Do đó ĩ — ^-7 —ị = 4—r = —— . = -1 với X > 2 và X 4 

\x-2\-2 x-2-2 x-4 

3-|x-l| 

Vậy lim . L ] = lim(-l) = -1 


4 M - 2 


d) lim X I 2 * + 1 = lirn J . 2 3 x + 2 = lim 

V 3x 3 +x 2 +2 V 3x 3 + X 2 + 2 *-*- 


.^6 


3 + 1+4 3 

X X 


è) lỉm 


Vĩ+1-Vĩ+l Vĩ+1-i+i-lĩ+l 1; Vĩ+x-1 i; _3/ĩ+*-i 

—---— lim —---— lim —-im —- 


-—— -= lim-—-= hm —-lim— 

X X *-*° X 

(Vl + X-l)(Vl + X+l) . Ị^/l + X — l|Ị^/(l + x) 2 +ỷjl + x +fl) 

x(vm+i) ~° x(Võ+lf+VĨ+Ĩ+VĨ) 

= '-x(^ + i)' L ”x(#T7+^T + <ff) 

1 1 _1 

= 11111 - 7 --= r lim —— - -- -—r = — 

* Ao (VĨ+7 + l) ;Ao ịậ\ + xỷ + ựĩ+7 + Vĩ) 6 

/) lim (Vx 2 +l-Vx 3 -l) = lim Ụx 2 + ỉ-x + x-y]x 3 -1 j 


X + 1 + X V 2 -ị- va/v 3 


X + XV X 3 - 1 + í/( X 3 - 1) 
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Bài 7 . Tìm các giá trị của tham số m để hàm số : f(x) = 


X 2 -3x + 2 


nếu x<\ 


x~ -X liên tục trên M . 

mx + m + 1 nếu X > 1 

HDts-Giái 

Ta có /(1) =2 m+ 1. lim /(x) = lim (xm + m + ì) = 2m + l = /(1) và 
= m —= -l 

„1- X 2 - 2x x(x-l) X 

Đe hàm số liên tục tại X = 1 khi và chỉ khi 2m +1 = -1 <=> m = -1 

Dễ thấy với mọi m, hàm số / liên tục tại mọi điểm X ^ 1. Vậy / liên tục trên R khi và chỉ khi m = -1. 


Bài 8. Tìm già trị của m để hàm số /(x) = 


X 2 +X-2 


nếu X ^ 1 


liên tục tại X = 1 . 


HDts-Giăi 

Ta có /(1) = m và lim/(x) = lim — + x — = lim —— + 2) = lim(x + 2) = 3 

* » ^ >' X -1 > 2 X -1 * 

Đe hàm số / liên tục tại X = khi và chỉ khi /(1) = lim /(x) <=> m = 3 
Vậy m = 3 thì hàm số / liên tục tại X = 1. 

I Bài 9. Chứng minh rằng phương trình X 4 — 3x 2 + 5x - 6 = 0 cổ ít nhất môt nghiêm thuốc khoảng (1 ; 2). 

HDts-Giăi 

Xét hàm số /(x) = X 4 - 3x 2 + 5x - 6. Hàm số này là hàm đa thức nên liên tục trên M . Do đó nó liên tục 
trên các đoạn [1; 2] (1) 

Mặt khác, ta co /(1) = -3 < 0; /(2) = 8 > 0. Do đó /(l)./(2) < 0 (2) 

Từ (1) và (2) suy ta /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (1; 2). 


BÀI TẬP ĐỀ NGHỊ 


Bài 10 . Tìm các giới hạn sau: 
a) lim(2"-2n + 3) 


Jn 2 -n . 2" cos n 


c) lim 

2 2 " +1 (3 ,í+ 2 -5) 
e) lim " ; ’ 

3-(2 + 4"* 2 ) 

Bài 11 . Tìm các giới hạn sau: 

’ ■ũ 

a) lim ,—= -— Ỵ= 

Vn+l +\n 
d) limn 2 [n-^in 2 + lj 
Bài 12 . Tìm các giới hạn sau: 
a) lim 

3x -4 3x + 2 


b) lim Ị-\/ft 4 + 2 n 2 - n 2 j 

yl4n 2 - n +^8n 3 +n 2 


d) lim 

f) lim 


2n + 3 
3".4" +2 +2 n+2 


2"~ 1 .6"~ 2 -3 


b) limỊ^/l + n 3 -nj 

c) lim ịijn 2 - 

yln 2 + ỉ + \fn 
e) lim—, - 

\Jn 3 +n-n 

f) lim n- — 

l n . 

b) lim ỊV9x 2 + l-3xj 

c) lim [4ữ 
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d) lim - 


*^ 2 (x-2)(x 2 -x-2) 

Bài 13 . Tìm các giới hạn sau: 
3 -V3x-2 


, Vx 2 -2x - V4x-9 

e) lim - 


a) lim 


d) lim 



f) lim - 


x-l 

Vx + 1 - V3x-5 


\Ịlx + 3 - Vx+"ỗ 
Bài 14 . Tìm các giới hạn sau: 

a) hm Ị^-Vjc 3 +5jc 2 -4x + 1 

1 ™ -2x + ỉ 
c) lim — 
l-x 

e) lim^x 4 -2x 2 +4j 

Bài 15 . Tìm các giới hạn sau: 

, .. 2x + l 
a) lim —- 


c) lim I --^-x 4 -2x 2 +3 


\i2x + l.y3x + l 
b) lim-—— 1 - 

e) lim Ị^-\/x + v* +Vx -s[x j 


, .. Vl + 2x- Vl + 3x 

c) lim-——- 

*-*« X 2 

f) lim ỊVx 3 + 3x 2 -Vx 2 -2xj 


e) lim 


4x 2 + X-20 


3x + 9 

Bài 16 . Tìm các giới hạn sau: 

. 2x 2 +x-20 

a) lim — ———- - 

2x + 4 

c) lim (-2x 3 + 3x-4) 

e) lim ỊV8x 3 +x + ỉ + yj4x 2 -3x + 5j 

g) Z ' JLÌ 

“U-4 X-2J 
,, .. Vô-X-Vx 2 +4 

k) lim-— 1 - 


b) lim Ị 2 X -3 +V4x 2 + 7x-9| 
d) lim Ịóx-5-V36x 2 -4xx-5| 
f) limỊ5x + l-V9x 2 + 2xỊ 


b) lim ( ị 


'4x 2 +3x-l + 3x 


f 36x 2 -24x-6x + 2 


d) lim Ị Vĩ 

f) lim ỊV9x 2 -3x + 5 +3x-4j 

b) lim ỊV4x 2 -3x + 5 + 2X-4Ị 
d) lim Ị4x-36 + V4x 2 -12xỊ 
f) lim Ị V9x 2 - 3x + 5 + V27x 3 + X + 1Ị 


h) lim 


1) lim 


" 2 x + 4-Vx + 6 

Vx + 7 - V 5 -X 2 


Ì x 2 - X + 4 nếu X = 2 

X - 2 v liên tục trên tập xác định của nó. 

, —“ nêu X ^ 2 

Vx+7-3 

Bài 18. Chứng minh rằng phương trình X 3 - 3x 2 + 5x + 7 = 0 luôn có nghiệm. 

í 1 3 - 

, --- nêu X>1 , r , 

Bài 19 . Cho hàm sô f (x) = < X -1 x 3 -l . Với giá trị nào của tham sô m thì hàm sô 


\m 2 x + 2mx + 2 nếu X<1 


/(x) liên tục tại X = 1. 
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Í m 2 x 2 -mx + 4 nếux = 2 

X-2 v . Với giá trị nào của tham số m thì hàm số 

, — nêu x^2 

ylx + 7-3 

f(x) liên tục tại x = 2. 


X - X + X - 1 ^ > J 

Bài 21. Cho hàm số /(x) = \ x 2 -5x +4 . Xét tính liên tục của hàm số y = /(x) tại X = 1 . 

[-2x + l nếux< 1 

X 3 + 3x 2 - 9x - 2 ^ ^ - 

- —-——- nêux* 2 x . 

X 2 - 3x + 2 • Xét tính liên tục của hàm sô y = ý (x) tại X = 

5x + 5 nếu X = 2 


Bài 22. Cho hàm số /(x) = 


Bài 23. Xét tính hên tục của hàm số y = /(x) = 


X 2 +5x + 4 , , . _ tại X = -1 

--— khi X > -1 

x 3 + l 

Í2x + 5 khix>- 2 

Bài 24. Xét tính liên tục của hàm số y = /(x) = \ x 4 - 3x 2 - 4 tại X = -2 

-—-— khỉ X < —2 

l X 3 + 8 

2x + 8 khi X ^ 1 

X 4 + 3x 2 -4 , , . tại X = 1 

. X 3 - 2x +1 
X 2 +3x + 2 


Bài 25. Xét tính hên tục của hàm số y = f(x) = 


Bài 26. Xét tính hên tục của hàm số y = f(x) = 


f yjx + 2 


^x 3 +x 2 +2x-2 khix <-1 

.3 


Bài 27. Tìm các giới hạn sau: 
. 5.2"-3.7" 


a) lim - 


d) lim 


4"+2.5" 
/2X + 2-2 


b) lim - 


c) lũ 


\lx 6 -2x 


x-1 

g)lim í_i_-J_ì 

s *^4\x -16 X —4 J 
Bài 28. Tìm các giới hạn sau: 
(n + 2)(2 —3n) 2 


lim 


a). lim- 


e) lim (Vx 2 + x + 3 -xj f) h 
h) lim ỊVx 2 -2x-l-Vx 2 -7x + 3j 

2 " + 3 - 2 2n+1 


■ 3x 2 +2 

3x 3 -llx 2 + 7x-3 
“3 5 x 3 -19x 2 + 14x-6 


d) lim 


n J +8 
x + 1 


b) lim - 


1 Vóx 2 + 3 + 3x 

2x 2 + 2x - 5 


e) lim 


4"“ 2 + 3" 

Vx+9+Vx+4-5 


c) lim 


2x 3 -7x +llx-10 


g) lim - 

~ v8x 3 -X 
Bài 29. Tìm các giới hạn sau: 


h) lim ịị 


4x +12x +3x-15 


^ X 3 -2x 2 -3x + 6 

. .. 2x 3 -5x-3 

f) lim - 

^ W5x + 6 + x 

V9x 2 -5x + X-3 


i) lim 


2x + 3-V4x 2 -7 
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2x -3x +5x-2 


a) lim 


yỊlx-l+^x-2 
d) lim- 


b) lim 


ịóx 2 + 4 ) (3x 2 - 5 ) 
(9x 4 -2) 2 (8x 3 +2) 2 


h) lim 


x 2 -l 

(3x 3 -4) 3 (5x 2 +l) 4 

(4x 4 -2) 2 (7x 2 +2) 3 


V Vx + 4--ựx + 8 

e) lim-————- 

*- >0 2x + X 

2 B (3"- 1 -5.2 n ) 


i) lim 


c) lim Ịx-2 +Vx 2 +3x j 
. 3x 3 +2x 2 -4x + l 

g) Ĩ 3 27*»-1 

3 

2x + 3->/3x + 18 


3”- 1 (2"+4) 


khi x = 2 


j) 


*-»3 x -3 


Bài 30. Cho hàm số f(x ) = ị 2x 2 -5x + 2 ■ Với giá trị nào của tham số m thì hàm số 

-——- khi x^2 


/(x) liên tục tại X = 2. 


m 2 x 2 - mx + 4 khi x = 2 


Bài 31. Cho hàm số /(x) = \ x-2 . . Với giá trị nào của tham số m thì hàm số 

I — khi X * 2 
[Vx+7-3 

f(x) liên tục tại X = 2. 

í 1 3 

_ _, ^ _ , , _ _ ——— — khi X ^ 1 „ , , , .. 

Bài 32. Bài2(2,5điếm). Cho hàm số /(x) = X -1 X- 1 • Tìm m đế hàm số /(x) liên tục 

m 2 X + 2mx + 2 khi X = 1 


Bài 33. Cho hàm số /(x) = 


\l4x + ỉ-yj6x-3 


m 2 x 2 + 4x-4 khi x = 2 
6 4 


. Tìm m để hàm số /(x) hên tục tại X = 2. 


Bài 34. Cho hàm số /(x) = 


yj3x + l-ylx + 3 


. Tìm m để hàm số /(x) hên tục tại X = 1 . 


m 2 x 2 -4x khỉ x = 1 

Vx+1+Vx+4-3 


Bài 35. Cho hàm số /(x) = ị 


. Tìm m để hàm số /(x) hên tục tại 


(1 + x)m 2 + (1 -2x)m --- khỉ x<0 
l 4 


[Vx + 9+-n/x + 4-5 


Bài 36. Cho hàm số /(x) = ị 


. Tìm m để hàm số /(x) hên tục tại 


(l-x)ra +( 2 x-l)m- 7 ^ khi x<0 

l 12 
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í 2x 2 +3x-14 

Bài 37. Cho hàm số /(x) = \x ĩ -x ĩ -x-2 
3m - 5 

12x + 3 


khi X ^ 2 

. Tìm m để hàm số f(x) liên tục tại X = 2. 

khỉ x = 2 


Bài 38. 

a) Chứng minh rằng phương trình X 5 + X -1 = 0 có ít nhất một nghiệm thực. 

b) Chứng minh rằng phương trình X 3 + 3x 2 - 4x - 7 = 0 có ít nhất một nghiệm. 

c) Chứng minh rằng phương trình 2x 4 - X 3 + 3x 2 - 3x - 9 = 0 có ít nhất hai nghiệm. 

d) Chứng minh rằng phương trình 16x 4 -16x 3 + 19x 2 -16x + 3 = 0 có ít nhất hai nghiệm trong khoảng 

( 0 ; 1 ). 

e) Chứng minh rằng các phương trình: x 2 cosx + xsinx + 1 = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0',7ĩ). 

f) Chứng minh rằng các phương trình: sinx = X - 1 có ít nhất một nghiệm có ít nhất một nghiệm thuộc 
khoảng (0 \7t). 

g) Chứng minh rằng phương trình X 5 - 3x 4 + 5x - 2 = 0 có ít nhất ba nghiệm phân biệt. 

h) Chứng minh rằng phương trình X 5 - 5x -1 = 0 có ít nhất ba nghiệm phân biệt. 
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TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG IV. GIỚI HẠN 


GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 

Câu 1: lim( 2 . 3 "-5.4") bằng. 


- 1; _ 2" +1 -3.5" + 3 ,1 _ 
Câu 2: lim _ —— băng. 

'X r ) n -L-1 A n 


A. - 


B. -3. 


Câu 3: lim( 3 . 2 " -5" +1 + 10 ) bằng. 

A. -00. B. +00. 

13.3"-5« 


Câu 4: lim 


3.2"+5.4" 


bằng. 


Câu 5: lim \\n-l 


A. -Ạ. 
2 


-Vn) bằng. 


\ln 2 +2n —n 


bằng. 


Câu7: limỊVn 2 —n—nj bằng. 

A. -ị. B. -00. 

2 

Câu 8: lim V3rc 4 -10n + 12 bằng. 

A. +00. B. V 3 . 

Câu 9: lim V 2 . 3 " - n + 2 bằng. 

A. 1 . B. +00. 

2" +1 -3"+ll 


Câu 10: lim - 


3" +2 + 2" +3 - 4 


bằng. 


Câu 
A. 1 

Câu 12: 


11 : limỊ-y/n 2 + n + 2- -\/n + lj bằng. 


V 5 + 3" 


bằng. 


c. 


2 

5 ' 


c. -2. 


c. 


2 ' 



c. 0. 


c. 0. 


c. -00. 


c. -00. 



c. +00. 


D.1 

3 


D. +00. 

D. -5. 


D. 0. 


D. 1. 


D. 1. 


D. yÍ2. 

D. 0. 

D. yÍ2. 



D. 0. 
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c. s. 


DÌ. 

3 


Câu 14: Tìm M = lim 3 + 


A. M = 3. 


V9ft 2 -n + l , 1 _ 

Câu 15: lim—-——— băng. 


A. 3. 


c. M = 4. 


c.ị 

2 


D. M = 0. 


V3 


Câu 16: Tìm số hạng tổng quát của cấp số nhân lùi vô hạn có tổng bằng 3 và công bội q = 


_ v4« : +l+n ,1 
Câu 17: lim — - -băng. 


Câu 18: Tính tổng s = -l + V---^—+ ... + - +■■■ 

° 1 n 1 n 2 1 n n_1 


A.5 = ỉ° 
11 


10 10 2 

.8 = -™ 
11 


Câu 19: limỊV« 2 + n - \jn 2 -1 j bằng. 
A. +oo. B. 0. 

V3n 2 +1 + n ì 


Câu 20: lim - 


A. -1. 


1 - 2 « 


- bằng. 


B. 0. 


c. S = ^~. 

11 


c.i 

2 


c.-ệ. 

2 


Câu 21: limỊVn 2 -n + nj bằng. 

A. 0. B. 1. 

-- .. V4n 2 +1 -2n + l ì_ 

Câu 22: lim— , -băng. 

yjn 2 +2n-n 


D.S = -“ 
10 


r^A.. Vn 2 +1-V« + 1 ,ì 

Câu 23: lim---^-băng. 
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A. 1. 


Câu 24: Tìm H = lim ( 2) ', +y , ■ 
(-2)" +1 + 3” +1 

A. H = 3. B ,H = -ị. 

2 

Câu 25: ìimỤn 2 + 3n -H + 2 j bằng. 

A. -. B. 2. 

4 

Câu 26: limỊVn 4 + n 2 +1 - n 2 j bằng. 

A. 0. B. 

V3+1 

Câu 27: limỊ-\/n 3 -2ft 2 -nỊ bằng. 


A. -2. 


B. -1. 



c. = 1 . 


c. 


7 

2 ' 


C.I 

2 



Câu 28: Biết dãy số ( Un ) thỏa mãn |w -1| < —- với mọi n. Tìm lim u ? 

A. limw =Ậ. B. limn =1. c. lima =-l. 

”2 

3” +l-sin — 

Câu 29: Tìm / = lim-—-—. 

3" 

A. 1 = 0. B. I=ị. c./ = 1. 

3 

_ „ .. 3"+5.4" 

Câu 30: Tìm Ả' = lim • . 

4"+2" 

A. Kmì. B.K = ị. C.K = 5. 

4 2 

PA.. (« + 1)(3-2h) 2 u ì 

Câu 31: lim--—— băng. 

n 3 +1 

A. -2. B. 4. c. 2. 

Câu 32: lim V 3 . 4 " -n + 2 

A. 0. B. 2. c. V 3 . 

Câu 33: Tính tổng 5 = 2-72 + 1— 

V2 2 

A = B.S = -^—. c. 5 = 72+1. 

V2 + 1 V2+1 

__ 3sinn + 4cosn , ì 

Câu 34: lim-——-băng. 


D.i. 

3 


D 1. 
2 


D. 1. 



D. lim u n = 0. 


D. 


I = \. 
2 


D. K = ỉ. 


D. 1. 


D. +00. 


D. 5 = 2 V 2 . 
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A.I. 

2 


Câu 35: Tìm 7 

A. 7 = 2. 


= Umí^i + ^ì. 
« 3" J 


c. 0. 


c. 7 = 0 . 


, , , , 5 , , , 7 39 r 

Câu 36: Biêt tông của một câp sô nhân lùi vô hạn là =, tông ba sô hạng đâu tiên của nó là ^ . Tìm sô 

hạng đầu và công bội của cấp số đó. 


A. u. = \,q = =-. 
1 >* 2 


B. u. = l,q = =. 
1 5 


c. u, =2,0 = =;. 

1 5 


D. U ị = l,q = 2. 


,. yjn 6 -7n 3 -5n + s ì 

Câu 37: lim-——-băng. 

n + 12 

A. +oo. B. 1 . c. n. D. 0 . 

Câu 38: Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân lùi vô hạn, biết rằng tổng của cấp số nhân đó là 12, 

, , , 3 v , , , 

hiệu của sô hạng đâu và sô hạng thứ hai là — và sô hạng đâu là một sô dương. 

4 


A. Ul =3;q ==. 


B. =3;q = 


Câu 39: Tính tổng s = 9 + 3 + 1 + ... + — 

3 n-3 


B.s = ạ. 

3 




c. 5 = ^. 

2 


D. Ul =3;q = 3. 


„ „ 27 
D. s = =f. 
2 


Câu 40: Giải phương trình — + X + X 2 +... + x n +... = trong đó \x <1. 

X 2 1 1 


Ả. xe {l;2}. 


3 


i HMl- 


Câu 41: Tìm tổng cấp số nhân l,-^-,y,— --i Ị ,... 


A. s = =-. 
2 


. s = 


2 4 8 

2 


Câu 42: Tính tổng s = 1 + 0 , 9 + (0,9) 2 + (0,9) 3 +... + (0,9)”- 1 +.. . 

c. s = 10. 


A. s = ^~. 
10 


Câu 43: lim- 


1 


. 5 = 11 . 

bằng. 


\Ỉ3n + 2 - V2ÃĨTT 
A. 0. B. V3-V2. 

Câu 44: limỊ^n 2 - 3sin2n + 5jbằng. 

A. +00. B. ị. 

2 


D.5 = f 
4 




D. ụ. 

5 
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Câu 45: Tìm tổng cấp số nh ân 2 ’ A~’ 

A. 5 =-ị—. B. s = ị. c.s = ì. D. 5 = 2". 

2 n+1 2 


GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

1.1- x 3 -x 2 +4x + 5 , ì_ 

Câu 1: lim- - ———— băng. 

* _>+ “ X - X + 3 

A. 3. B. -1. c. 1 . D. 0 . 

Câu 2: lim 1 ——ị - —+——l -- 1 bằng. 

X ^\x -3x+ 2 X -5X + 6J 

A. -ị B. -2. c. 2. D. 0. 

2 

Câu 3: lim — bằng. 

(x + 2) 2 

A. +oo. B. -oo. c. -1. D. Ậ- 

16 

Câu 4: Biết lim + ^ x 1 - a và lim x + ^ x x + ^ - ịy Xính p = a.b +1 

" l-x 2 + x 4 ~ l — 2x 


Câu 5: Biết lim x \ 1 - — = cos a . Giá trị của CC. 

x ~*õ { xj 

A. a = ^-. B. a = 7U. 

2 

Câu 6: lim ( —-- 1 bằng. 

*->2\x -4 x — 2J 

A. 3-. B. -oo. 

32 

Câu 7: lim — —— bằng. 

^-2 x + 2 

Ả. ị B. 0. 

3 

Câu 8: lim ịyfx^-2x^ - yịx^-Tx + 3 j bằng. 
A. 5. 


B.-ị 

2 

Câu 9: lim (-X 3 + x 2 -x + l) bằng. 
A. -oo. B. -1. 


c. p= 4 . 

4 


c. a = 27ĩ. 


c. 0. 


c. +°°. 


C.Ỉ. 

2 


TA 3tĩ 
D. a = 44. 
2 


D. -I 

3 


X2 — 3jc 4- 2 ' 

Câu 10: lim * l bằng. 
X -4x +2x + l 
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A. -. B. -. 

3 6 

c. -. 

2 

D. --Ỉ-. 

4 

Câu 11: Cho hàm số f(x ) = + 1’ * > 0 .và dãy số ( u ) với u 

[2x; x<0 

= —. Tính lim f(u ) 
n 

A. lim/(« n ) = 1. B. lim/(w (! ) = - 

-1. c. lim f(ụ n ) 

= 0. D. lim/(w n ) = 2. 

Câu 12: Biết 

2 * + 3 , 

1 = 3. Giá trị của a. 


A. ữ = —. B. a = —. 

2 2 

c. « = --. 

2 

D. a = 3. 

X 2 — \ , 

Câu 13: lim Ị— băng. 

ìlx -1 



A. 6. B. 9. 

c. 0 . 

D. +oo. 

Câu 14: lim ^ + ^— ĩ—i bằng. 

*-* 1+ Vx-1 



A. 42. B. 2. 

c. +oo. 

D. 0. 

Câu 15: lim— / -^L x -bằng. 

XH>r 2V1-X +1-X 



A. -. B. 2. 

2 

c. +oo. 

D. — . 

3 

Câu 16: lim ịì[x + \[x -4x^j bằng. 



A. 0. B. -. 

2 

c. 2 . 

D. +oo. 

^ ,. 4l-x-\ll-x , ì 

Câu 17: lim --— 1 - băng. 

«0 X 



A. -. B. 1. 

6 

c. - — . 

6 

D. 6 . 

Câu 18: lim ~ 8 bằng. 

*-> 2 + X - 2x 



A. -. B. 1. 

2 

c. -oo. 

D. +oo. 

Câu 19: Biết lim ụ^x 2 -X +2x + tnj = ^. 

. Giá trị của m. 


A 1 n 1 

A. m — —. B. m = — . 

2 4 

c. m = l. 

3 

D. m = — . 

4 

.. X 6 + 4x 2 + X - 2 v jc 2 +jc-40 

Pqii ^il» T5Ìat lim — rt lim — ỉ~t 

Tính s = a-b. 

~ ự + 2 f 

^2jc 5 + 7jc 4 + 21 

Ả. s = 0 B. 5 = 1 

c. s = - 
2 

D. s = — 

3 


BT. ĐS&GT11 


57 


Chương IV. Giói hạn 














GV. Lư Sĩ Pháp 


Toán 11 


4-x 

Câu 21: lim r—— bằng. 


• Ỉ2^x 


A. 1. B. 0 . c. +oo. 

Câu 22: Biết lim ỊV5x 2 +1 -X\Ỉ5 j = a . Tính cosa. 


A. cosa = 0 B. cosa = l 

Câu 23: lim — 3 ^ì n g 


'V^+3-2 


2-x 


*Ịx+i - 3 


c. cos a = Ạ 
2 


- bằng. 


A. : 


. 0 . 


1 - V* 2 -7x + 12 k 

Câu 26: lim , — băng. 

V9-X 2 

Ặ B.Ặ 

6 3 


A. 




Câu 27: Biết lim X Ị Vx 2 +1 - x) = ^. Tính p = a.ồ . 


Câu 28: lim ^ —— bằng. 


Câu 29: lim (2x + l)J 


A. V 2 . 


Hi ux„„ 
—7 băng. 

■f X 2 

B 

2 


Câu 30: lim 1 bằng. 


B. -Ạ. 
4 


V 5 


D. V 3 . 


Câu 31: Cho hàm số /(x) = jjc-l x 3 -l’ x> • 
1 mx + 2; X < 1 


= k2n,ke z 
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Với giá trị nào của m thì hàm số f(x) có giới hạn khi X —ỳ 1 ? Tìm giới hạn này. 

A. m = 1; lim f(x) = 2. B. m = 2; lim /(x) = 2. c. m = 2; lim f(x ) = 1. D. m = 1; lim /(x) = 1. 


>/x 2 +2x-4 + 3x + l ì_ 

Câu 32: lim . — -băng. 

~* + ~Vx 2 + 4x-3+2x-5 

„4 

A. 1. B. 

3 


Câu 33: Biết lim - 


Vx 2 + X + 1- 
A. p = 41 B. p = 100 

Câu 34: lim 4 — —— bằng. 

*^2x 2 -x-1 

A. ị. B. 2. 

2 

/-A.. 1S.I- 3x - 2 - V 4x 2 -X- 2 ì_ 

Câu 35: lim- 7 - 4-—7 -băng. 


= a. Tính p = + « 

c. p = 2 


X -3x + 2 


A.-Í 

3 


c.ị 

4 


c.i 

2 


“-x 3 -x 2 + l 

A.H = -Ì. B. H = 3. 

Câu 37: lim x + x 2 + ... + x" bằng. 
*->r^ l-xj 

A. 0. B. 1. 

Câu 38: lim —— ỉ-4 — 1 bằng. 

m{x 2 +x-2 x 3 -l J 

A.i. B.-I. 

9 2 


an. 1 - Vx 3 -3x + 2 ì_ 

Câu 39: lim —-———— băng. 
X 2 -5x + 4 


£ 
4 ' 


c.ệ. 

3 


Câu 40: lim x + bằng. 


x-ylx 


D.Ị 

4 


D.|. 

2 


D I. 
3 


X +3x + 2 ì 

Câu 42: lim — . băng. 
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.3 

A. ị. B. -1. 

2 

AI. 1 - 'Jx-4-Jx + 4+2 ì 
Câu 43: lim- — -băng. 


c. I. 

2 


AA. ^Jx 2 +x -slx , ì_ 

Câu 44: lim--băng. 


A. 2. I 

Câu 45: Cho hàm số /O) = 

A. lim/(x) = 3. 

c. lim /ộc) không tồn tại. 


i. 0 . 

X 2 -2x + 3; x<2 

4x-3; x>2 


c. -OO. 

Tính lim /(x). 

B. lim/(x) = 5. 


Câu 46: lim Ậ = bằng. 


V27-X 3 




5jc + 2: X>1 _ 

Câu 47: Cho hàm số f(x ) = ị ? . Tính lim/(x). 

1 JC — 3; x<ỉ *-* 


A. lim/(x) = 7. 
c. lim/(x) = -2. 

x-y[x ì 


B. lim /(x) = 1. 

D. lim /(x) không tồn tại. 


Câu 48: lim 


A. -3. 


Vx -1 


bằng. 


Câu 1: Tìm số thực a sao cho hàm số f(x) = 


c. 1. 

HÀM SỐ LIÊN TỤC 

nếu x<2 


(l-ữ)jc nếu x>2 

A. a- —\,a - 1. B. a = l,a = Ậ. c. a = -l,a = 2. 

2 

[ x 2 -3x + 2 

Câu 2: Tìm các giá trị của tham số m để hàm số f(x) = ị X 2 -2x 


liên tục trên M. 

D. a = -l,a = 


với X <2 


liên tục trên R . 


[mx + m + l với x>2 


Câu 3: Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai ? 

A. Hàm số y = tan X liên tục trên R. 

B. Hàm số y = X + sin X liên tục trên R. 
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c. Hàm số y = x + liên tục trên các khoảng (- 00 ;-2) và (-2;+°°). 

x + 2 

D. Phưong trình X 5 - 3x 4 + 5x - 2 = 0 có ít nhất ba nghiệm nằm trong khoảng (-2; 5 ). 

1_3_ 

Câu 4: Cho hàm số f(x) = ị x-l X 3 -ỉ ■ Với giá trị nào của tham số m thì hàm số 


/( x) liên tục tại X = 1. 
A. m = 1. 


mx + 2 

m = — 1 . 


với X<1 

c. m = —2. 


1 


D. m = — 3. 
1 


Câu 5: Tìm các giá trị của tham số m để hàm số f(x) = ị X 2 -3x + 2 jc 2 -5jc + 6 

[m 2 x 2 -3mx-5 khix<2 

liên tục tại x 0 =2. 


khi x>2 và X ^3 


A. m = 


5 + V2Ĩ 


3 

B. m = ị. 

2 


c. m = 3 ± V2T. 


D. m = 


ị±\Ỉ21 


Câu 6: Tìm các giá trị của a và b để hàm số f(x) = 

đoạn tại x = 2. 

A. 


ax-b với X < 1 

3x với 1 < X < 2 liên tục tại x = ỉ và gián 
bx 2 - a với X > 2 


b = a + 3 

„ b=a+3 

„ a=b-3 

n a=b+3 

1 • 

B. . 

c. ị . 

D. 

[a* 3 

[b* 3 

[b*3 

[b* 3 


, , I - với X ^ 1 

Câu 7: Tìm m đê hàm sô f(x) - < X 2 -ì liên tục tại x = l. 


yfx-l 
: 2 — 1 

m 2 x với x = l 

A. OT = — 4 . B. m^±Ậ. c. m = ±4 

2 


2 2 2 2 
Câu 8: Cho phương trình 2 jc 4 - 5x 2 + X +1 = 0 (1). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

A. Phương trình (1) chỉ có một nghiệm trong khoảng (-2;l). 

B. Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (-l;l). 
c. Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trong khoảng (0;2). 

D. Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (-2;0). 


Câu 9: Tìm giá trị của m để hàm số f(x) = 


X 2 -x-2 
x-2 


m 


với x*2 


liên tục tại x = 2. 


với x = 2 


A. m = 0. B. m = 3. c. m = 1. D. m = 2. 

Câu 10: Trong các khẳng định dưới đây, khẳng định nào sai ? 

A. Neu hàm sốy = f(x) và y = g(x) liên tục tại điểm x 0 thì hàm số y = f(x)-g(x) hên tục tại x 0 . 

B. Neu hàm số y = f(x) hên tục tại điểm x 0 , còn hàm số y = g(x) không hên tục tại x 0 thì 
y = /(*) + g(x) là hàm số không hên tục tại x 0 . 

c. Neu hàm số y = f(x) hên tục tại điểm x 0 , còn hàm số y = g(x) không hên tục tại x 0 thì 
y = f(x) + g(x) là hàm số hên tục tại x 0 . 
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D. Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực M. 

Câu 11: Cho hàm số /( x) xác định trên đoạn [a;b]. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

A. Nếu hàm số f(x) liên tục, tăng trên đoạn [a; b] và f(a).f(b) > 0 thì phương trình f(x) = 0 không 
thể có nghiệm trong khoảng ( a\b ). 

B. Neu hàm số /( x) hên tục trên đoạn [a;b] và f(a).f(b) > 0 thì phương trình f(x ) = 0 không thể có 
nghiệm trong khoảng ( a;b ). 

c. Nếu f(a).f(b) < 0 thì phương trình f{x) = 0 có ít nhất một nghiệm trong khoảng (a;b). 

D. Nếu phương trình /( x) = 0 có nghiệm trong khoảng (a;b) thì hàm số f(x) phải liên tục trên 
khoảng ( a;b ). 

X 2 —X—2 


Câu 12: Tim tham số thực m để hàm số f(x) = 


- ]ảúx^2 

3x -5x-2 liên tục tại X = 2 

x 2 m 2 +m + x 3 khi X = 2 


A. m = --~. 
2 


B. me 0 


c. m ^ ±A. 
2 


D. m = 2~. 
2 


ÔN TẬP CHƯƠNG IV. GIỚI HẠN 


2x 3 -5x 2 -2x-3 ax 2 +bx +1 _ , , 

Câu 1: Biêt lim——— 7^—;—7 -— = lim — 7 — 7, với a,b,c,de z. Tính p = abcd. 


A. p = 6. 

Câu 2: lim bằng. 


4x-13x+4x-3 ^3 cx +dx + 1 

B. P = -2. c. P = -8. 


A. 1. 

B. 0. 

c. —. 

1000 


Câu 3* liiĩi v 

n. 2 + 1 + '\Ịfĩ 




'Jn 3 +n-n 



A. 1. 

B. 2. 

c. +oo. 

D.I. 

2 

Câu 4: lim rí 

l ịn-yjn 2 +lj bằng. 



A. 

B. 1. 

c. 2 . 

D. 0. 


bằng. 


A.i. 

3 


Câu 6 : lim 


1 , 1-m 


bằng. 


D. 4 

5 
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Câu 7: lim — bằng. 


A. 0. 

Câu 8: lim 

4 3 


X 2 -49 


ylĩ)" , 3 ^ 

4" 


56' 


bằng. 


D. —. 


o UlO-x-2 , „ 

Câu 9: lim---băng. 


A. -Ị-. 
12 


Câu 10: lim 10- 


4n 


B. 2. 


bằng. 


c. - 7 T- 

12 


D. 

24 


Câu 11: Trong bốn giói hạn dưới đây, giới hạn nào là -1? 

- á -- 3 „ 2 

c. lim^ 


-2 n — n 2n +\ 

Câu 12: lim ((0.99)" cosn) bằng. 

A.ậ. B* 

2 10 

V9 + 5x + 4x 2 -3 ì_ 

Câu 13: lim-—-băng. 

*■*» X 

A. ị . B. ị. 

6 2 

,, A 1/1.1™ Vx + 8 — -Jsx +1 ì 
Câu 14: lim—7==— , băng. 

V5-x-V7x-3 


c" 

10 


c.|. 

6 


D.^. 

3 


A. B. ' 

12 : 

Câu 15: lim bằng. 


Câu 16: Biết lim - 


(x + 2 )[ax 2 +bx + c} 


x ~*~ 7 X +1 lx +18 

Ả. S = -2. B. 5 = 9. 

r-A.. 1-7.1- 'h + X-ịll + X 1 

Câu 17: lim-băng. 


(x + 2 )(x + d) 

c. 5 = 4. 


với a,b,c,de z. Tính 5 = a + b + c+d. 
D. 5 = 12. 
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(- 1 )" . 

Câu 18: lim 3 — bằng. 
2 n + l 


c. 

2 


D.i. 

2 


Câu 19: Cho phương trình X 3 + 3x 2 -4x-7 = 0 (1). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

A. Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (-2;0). 

B. Phương trình (1) có nghiệm trong khoảng (-4;0). 
c. Hàm số /(x) = X 3 + 3x 2 - 4x - 7 liên tục trên M. 

D. Phương trình (1) ít nhất nghiệm trong khoảng (l;3). 


jn 2 — n 2”cosn 


Câu 20: lim 
A.Ị. 


.. 3-bc-l , . 

Câu 21: lim,—— 1 băng. 


bằng. 


*-Z\x-2\-2 


A. 4. 


c. 0 . 


c. - 1 . 


4' i+2 (5-3 2 "- 3 ) 

Câu 22: lim , bằng. 

A. 4. B. 24. c. 16. 

Câu 23: Trong bốn giói hạn dưới đây, giới hạn nào là 0 ? 

X -1 „ 2x + 5 


A. lim 


lim x - . B. lim ■ c. lim ị\]x 2 +1 -x) 

m,x 3 -l x->-2 X +10 ' 


Câu 24: lim — — ^ — bằng. 

*-> l X -1 

A. Ậ-. B. 

12 


GÌ. 

6 


D.Ì. 

4 


Câu 25: Cho phương trình -4x 3 +4x-l = 0 (1). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

A. Phương trình (1) có nghiệm trên khoảng (-2;ơ). 

B. Phương trình (1) có ít nhất hai nghiệm trên khoảng 

c. Hàm số f (x) = 4x 3 +4x -1 liên tục trên R. 

D. Phương trình (1) không có nghiệm trên khoảng 

lim ( —I--- ] bằng. 

, 1-x J 


Câu 26: 
A. 0. 
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Câu 27: Cho hàm số f(x ) = 


tục tại x = 3. 

9 


m(x — 1) 


m — 1 
X 2 -9 


. Với giá trị nào của tham số m thì hàm số /(x) liên 


c. m = -i~. 

13 


Câu 28: Trong bốn giói hạn dưới đây, giới hạn nào là 0? 


A 1- 2" +3 

A. lim —. 

1 - 2 " 


c. lim - 


3.2"-3" 

(2n + ỉ)(n-3) 2 


_ V2x + l.fe + l-l ,1 

Câu 29: lim-—- băng. 


A. +oo. 


B. 2. 


/-A.. an. k™ 2n-3n +1 ì_ 

Câu 30: lim-——;— băng. 


c. 1 . 


Câu 31: Biết lim - 


A. 105. 


V ỏx + 3 + 3x 

B. 9. 


- = a. Tính H = p„ +A" +C“ 


c. 55. 


D. 3. 


I Ịx + 2^ — 8 

Câu 32: Cho hàm số: y = f(x) = ị ỵ 2 +JC neu * * * “1 Khẳng định nào dưới đây là sai ? 


A. /(o) = hm/(x) 

(x + 2Ì — 8 

c. lim-——^-= 12 


[x 2 -2x + 12 nếu X = 0 

B. Hàm số gián đoạn tại X = 0 

D. Hàm số liên tục tại X = 0 


Câu 33: lim — bằng. 


V 6-x-yjx 2 +4 ì 
Câu 34: lim-——-băng. 

*-> 2 x-4 

A. -7. B. 

48 

1C. 1- 4x 5 +9x + 7 i 

Câu 35: lim -băng. 


I->1 3x 6 + X 3 +1 


A.ị 

3 


c. -TT- 

48 


D. 

48 
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ns.. 3n 3 - 5n + l , ì 

Câu 36: lim--——— băng. 

n + 4 

A. ị. B. 0. c. 3. 

3 

Câu 37: lim —— bằng. 

^ Vjc + 7-3 

A.-Ỉ. B.ệ. c.|. 

3 2 2 

4-A.. lo. 1- * 3 + 3 .X 2 -9x-2 ì_ 

Câu 38: lim-—----băng. 

x > 2 X 3 - X - 6 

A. ĩ|. B. c. 15. 

11 10 

Câu39:lim[„-ỉ)[!^] bằng. 

A. -ị. B. +oo. c. 2. 

2 


D. +oo. 


D.Ỉ. 

2 


D. 

15 


D. -2. 


Aí\.ì: m 'ỉx 2 —2x +6 —\lx 2 + 2x —6 ì 
Câu 40: lim-——---băng. 

AÍ x 2 -4x + 3 

A. ị. B. 1. c. -3. D. -ị. 

3 3 

Câu 41: lim ỊV3x 2 + X + 1 -xyỈ3 j bằng. 

A. ị. B. ệ. c. ệ. D. 0. 

6 6 3 

Câu 42: Biểu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,313131.. .dưới dạng một phân số. 

A.§. ' B.i|. ' C.M. ' D .|i. 

99 99 99 99 

Câu 43: Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,5111... được biểu diễn bởi một phân số. 


a.A. b- c.« d.« 

11 90 90 90 

Câu 44: Trong bốn giói hạn dưới đây, giới hạn nào là +°°? 

A. lim ÍLZ“±1. B.lim " ĩ ~ ĩ 3 " + 2 . D. lim- 

2n — 1 n 2 +n n 3 +3n 


Câu 45: Cho hàm số f(x) = ———. lim /(x) bằng. 

X 

A. 1. B. +oo. c. +°°. 

_, ((x + 3) 3 -27 ) 

Câu 46: Biêt lim ---- + m = 27. Giá trị của m là. 

* >0 X 1 

A. m = 0. B. m = — 9. c. m = 27. 

Câu 47: limỊ-y/l + n 3 -nj bằng. 

A. 3. B. 2. c. + 00 . 


D. -1. 


D. m = 

D. 0. 


! 3 +2ft-l 
n-2n 3 
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.. yjl + x-lh + x , ì_ 

Câu 48: lim--—--băng. 


A. 4 . B. 6 . 

6 

Câu 49: lim Ị5" - cos 4nTi j bằng. 

A. 1. B. +OC 

Câu 50: lim Ị ì]n 2 -n 3 + n Ị bằng. 

B I. 

3 


A. 2. 


c. 0. 


c. - 3 . 


Câu 51: Biết I u -2| Tìm lim u . 

1 " 1 3" 


A. limw n = 2. 

nsinn 2 -3« 2 


Câu 52: lim 
A. 2 


bằng. 

ĩ. 0. 


A. I. B. u. c. - 3 . 

Câu 53: Trong bốn giới hạn dưới đây, giới hạn nào không tồn tại ? 

A. lim cosx 


B. lim- 


Câu 54: Trong bốn giói hạn dưới đây, giới hạn nào là -1 ? 


c. ììm-ỈỀm 

vx + 1 


D. lim u = + 00 . 


. 2x + ỉ 


. .. 2x 2 +x-l 

A. lim —————. 


2T-OC x 2 _5 X 

3-x 


c. lim 


; 3 -X 2 +3 


5jc 2 -x 3 


~x 2 + l' 

_ JC 2 -1 
1 ——— . 
- x + ỉ 


, I ■- - nếux^3 , . , 

Câu 55: Cho hàm sô f(x ) = <yj x + 1-2 . Hàm sô đã cho liên tục tại X = 3 khi m băng. 

m nếu X = 3 


A. 1. 

B. 4. 

c. - 1 . 

D. -4. 

Câu 56: lim Ị 
A. 1. 

Vn 4 +2n 2 -R 2 j bằng. 

B. 2. 

c. 0. 

D. -1. 


Câu 57: Cho hàm số f(x) = 


— vớix<l,x^0 

X 

0 với X = 0 . Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

y[x với X > 1 


A. Hàm số liên tục tại mọi điểm thuộc M. 

B. Hàm số liên tục tại mọi điểm trừ các điểm X thuộc đoạn [0; 1]. 
c. Hàm số hên tục tại mọi điểm trừ điểm X = 0. 

D. Hàm số hên tục tại mọi điểm trừ điểm X = 1 . 

5\x — l\ + yj9x 3 -3x 2 +1 _ , 

Câu 58: lim —- _——7 . -bằng. 

" 2017- 4 |jc| 
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3 / 9-5 


3/9+5 

4 


Òx 2 +x 4 u ì 
lim ——-băng. 


Câu 59: ;Ao 2 x 

2 


2' 


D.ị. 

4 


c. Không tồn tại D. 0. 

í 3-yl5x-l 


Câu 60: Tìm tham số m để hàm số: y = f(x) = ị 2x 2 -5x+2 khì x>2 tục tạ ị 


A. m = 

Câu 61: lim 


103 
108 

3” -4" 


[(m-2)x 3 -mx + 10 khi x<2 


c. m = i~. 
18 


2.4”+2' 


- bằng. 


1 


4” +2 (5-3 2 ”- 3 ) : 

Câu 62: lim 7 - 77 -—- bằng. 

"(2 2n+1 -l)(2-9"” 2 ) 

A. 24. B. -24. 

Câu 63: lim^2" + —J bằng. 


A. 0. 

B. 2. 


2-nị-lỴ , 

Câu 64: lim 

- 2 bằng. 


l + 2n 2 

A. 0. 

B. 3 . 


2 

Câu 65: lim 

3 2n+1 + 2(-5)" Ll 
. 6^-3 bằng - 

A. 108. 

B. 102. 


c. 1 . 

+ 2 m 1 = 10. Giá trị của m là. 


D.I 

6 


( 2x-3 + ^4x 2 +x 

Câu 66 : Biêt lim —======- 

*->-{tlSx 3 -4x 2 -x+5 
A. m = 5. B. m = 0. c. m = 10. D. m = l. 

Câu 67: Cho phương trình — = 0 (1). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

X 

A. Phương trình (1) không có nghiệm trong khoảng (—l;l). 

B. Phương trình (1) có nghiệm trong khoảng (—l;l). 
c. Phương trình (1) vô nghiệm 

D. Hàm số f(x) = — liên tục trên các khoảng (- 00 ; 0 ) và (0;+°°) 

Câu 68 : lim- %== bằng. 


x_>3 3 - yịôx- 


Toán 11 


= 2 
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4~e 


\l4n 2 -n + \j&n 3 +n 2 ì , ì 

1 băng. 


2n + 3 

A. 1. B. 3. 

Câu 70: lim ( 2 ” -2n + 3j bằng. 


Câu 71: Tổng của cấp số nhân vô hạn ^ ,... 


A. S = ^. 
2 


yfn 


yln + 1 + 


bằng. 


D. S = -^. 
3 


D.i 

2 


c.; 


Câu 73: Biểu diễn số thập phân vô hạn tuần hoàn 2,131131131... dưới dạng một phân số. 

A B — 

999 ' ■ 999' 

(2-3n) 3 (n + l) 2 

Câu 74: lim - — - g —— bằng. 


A. 


Câu 75: lim 
A. -2. 


l-4n : 

Ị. B.-ạ 

4 4 

\ln 2 +n- 1 — v 4« 2 — 2 


n + 3 


bằng. 


cạ. 

4 


c. 0. 


D- 4 

4 
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